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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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11пШ ^е кпо^ ЬЬогошЫу 
1116 па^иге о^ та^^ег ап<Г 1Ье 
^огсев л;\гЫсЬ рго^псе 118 шо- 
Ыоп8^ а угШ Ъе аивг1у 1т- 
р0881Ъ1е Ьо ваЪхш^ Ьо таЬЬе- 
шаМса! геавопшд 1Ье ехасй 
сохкНЫопв оГ апу рЪу81са1 
диевЫоп. 

ТЬотзоп ап^ТагЬ. 

N001^^ РНйоасрНу. Р. П, р. 1. 

Настоящее разсуждеше предотавдяетъ первый опытъ 
изложешя динамикЕ точки, масса которой изи'бняется во 
время движешя; — глава, посвященная движешю твер- 
даго тЬлл перем'бнной массы, служить только введешемъ 
и пом'Ёщена зд'Ьсь главнымъ образомъ потому, что пере- 
ходъ отъ бол'Ёе нагляднаго къ мен^^е наглядному способ- 
ствуетъ вообще ясности изложешя. Им'Ёя это въ виду, 
въ первыхъ двухъ главахъ^ предметъ которыхъ состав- 
ляютъ общ1я уравнешя движешя, мы разсматриваемъ 
сначала изм'бнеше массы чрезъ конечные промежутки 
времени и отсюда уже переходимъ къ непрерывному 
изм'Ёнешю массы; — такого рода прхемъ применяется въ 
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динаииЕ^^, какъ изв'Ёстно, съ первыхъ врененъ ея суще- 
ствовашя. Въ сд'Ьдующихъ пяти главахъ излагается 
р'Ьшеше вопросовъ о движеши точки перем'Ённой массы 
въ различныхъ частныхъ случаяхъ при дМствш силы 
тяжести и силъ центральныхъ. 
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!• Въ ■еханикД масса движущагося гЪлл разсматрнвается обык- 
новенно кавъ вепчняа постоянная; между гЬшъ существують 
случая двмжен1я, гд^Ь масса т'Ьда мзм'Ьняется. 

Таие сдучам намъ нредставдяегь сама природа: масса землм 
возрастаетъ вся4дств1е падешя на нее метеоритовъ; масса метеорита, 
движущагося въ атмосфер^^, убнваетъ вся4дств1е того, что нЪкогорня 
частицы его или отрываются, или сгораютъ; масса падающей градины 
или снФжинБИ возрастаетъ въ тФхъ частяхъ пути, гд'Ь на нее осЬ- 
даютъ пары изъ окружающей атиосферы, и убываетъ вслФдств1е испа- 
решя тамъ, гд^к она проходитъ чрезъ слои воздуха бол^Ье теплые и 
болАе сух1е; плавающая льдина представляеть прим']кръ, гд^Ь масса 
возрастаетъ вс1Ьдств1е намерзашя м убываетъ всл^Ьдств1е таяшя, и т. д. 

Въ нЪкоторыхъ случаяхъ изм'Ьнеше иассы вызывается искус- 
ственно: убываетъ масса летящей ракеты всл4дств1е сгоран]я; убы- 
ваетъ масса аеростата при выбраеыванш балласта; возрастаетъ иаеса 
привязного аеростата, когда онъ, поднинаясь, вытягиваетъ за собою 
капать; возрастаетъ масса корабля при нагрузк'Ь и убываетъ при 
разгрузке, и т. д. 

Вообще, если тЪло находится въ воздухе, масса его можетъ воз- 
растать вслАдств1е осЪдашя пыли и паровъ, всл^Ьдствхе присоединен^ 
частицъ другихъ т'Ьлъ, съ которыми оно приходить въ соприкоснове- 
ше; — масса можетъ убывать вмЬдств1е сгорашя, иепарен1я^ равпыленк. 

1 
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Если тЬло находится въ жидкости, его масса иожетъ возрастать 
вслЪдств1е ос^дан1я на поверхности н'Ьвоторыхъ частицъ изъ этой 
жидкости, всл'Ьдств1е наиерзашд, — можетъ убывать всл^Ьдств1е размн- 
вашя т&[а лигдвостью, всл'Ьдствхе растворешя или таян1я. 

Существоваше вншеувазанныхъ случаевъ представдяетъ доста- 
точное основаше для того, чтобы заняться изученхеиъ гЬхъ вопро- 
совъ, воторые относятся къ движешю т^лъ перейденной массы. 

ЗамЪтимъ, что, разсматривая массу т^а, какъ величину пере- 
менную, мы нисколько не противорЪчимъ т'Ьмъ опред'Ьлен1ямъ массы 
т'Ьла, который приняты въ механик'Ь, будетъ ли это опред^Ьлеше 
Ньютона: »^иап1;^1ш та^е^^ае ев! шепзига е^изАет ог1а ех Шиз 

с1еп811а1;е е! ша^пНисЦпе со^^ипс^^т Ьапс аи1;ет диап1;11А1;ет 

ваЬ полипе согрогхв уе1 шаввае ш ведиепЦЪиз раввш 1п1;еШ^о'' 
{„РНИааарМае пЫигаИз рппЫ/рьа пмаНетаНса^, РебпШо I), или 
опред&[еше, наприм^ръ, Герца въ его „Вье РНпсгргеп Лег Меска^ 
п1к^ '^); — то и другое опредЪлев1е допускаютъ изм'Ьняемоеть массы тФла. 

2. При изм^^ненш массы гЬло, вообще говоря, испытываетъ удары; 
простФйпой случай представляется при этомъ тогда, когда удары не 
оказываютъ вл1ян1я на движеше т^^а или совершенно отсутствуютъ, 
какъ, наприм'Ьръ, въ случае аеростата, если балластъ пускается съ 
относительною скоростью, равною нулю; поэтому естественно было» 
приступая въ разсмотр^нш движешя т^а при изм'Ьненш массы, на- 
чать именно съ того случая, когда дМств1е ударовъ на гЬло въ раз- 
счеты не входитъ. 

Шкоторыя общ1я предположен^, относялцяся къ этому случаю, 
были изложены мною въ засЬдаши С.-Петербургскаго Математическаго 
Общества 15-го января 1893 г.; въ своемъ сообщенш, обращая за- 
тЪмъ особенное вниман1е на тотъ случай, когда массы точекъ системы 
изм'Ьняются по одному и тому же закону въ зависимости отъ времени^ 
я указалъ, какъ примФръ, задачу п т&гь при измФнеши массъ и, въ 
частности, задачу двухъ тФлъ, когда она допускаетъ рЪшеше въ 
конечномъ виде. 



*) свё8атте11е "^егке уов НешгхсЬ Нег12«, 1894, В^ Ш, АЪвсЬп!!!: 1, 8. 54. 
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При дальнейшей разработЕ^ вопроса, прининаа уже въ разёчетъ 
ж уА&рНу я разскатривалъ главнниъ обрааонъ задашг, соответствую'- 
пця важнЫшимъ задачаиъ динаииви постоянннхъ шссъ^ и пришелъ 
какъ въ случае одной точки, такъ въ случае систежн точета ж, въ 
частности, твердаго тела, къ ряду зад!Е1чъ, которня, не смотря на 
ихъ большую, сравнительно, сложность, допускаютъ темь не менее 
решете въ ввадратурахъ. 

Въ настодщемъ разсуждеши изложены те изследован1я, ноторня 
относятся Бъ движешю точки переменной массн. 

3. ^Очернъ лиературы* содержитъ все то, что мне удалось 
найти въ литературе относительно вл1яшя изменетя массы тела на 



Танъ какъ изменеше массы мы наблюдаемъ только въ случае 
телъ вонечныхъ размеровъ, то, чтобъ иметь основан1е для изу^ешя 
движешя точки переменной массы, нужно прежде всего показать, 
что задача о движеши тела переменной массы можетъ привести насъ 
къ соответствующей задаче о движеши точки переменной массы; 
подтому въ главе I и говорится о движенш тела переменной массы. ' 

Установивши, какъ именно мы будемъ разсматривать изменеше 
массы движущагося тела, мы занимаемся сначала движешемъ тела, 
масса котораго изменяется чрезъ известные промежутки времени; 
примеромъ служить вертикальное движете аеростата при выбрасы- 
ванш балласта. 

Затемъ переходммъ къ случаю непрерывнаго изменетя масш, 
который только далее и разематриваемъ. 

Полагая, что масса твердаго тела и величины, отъ нея зани- 
еяпця, суть непрерывный функщи времени, иоложешя тела, его по- 
ступательной и угловой скорости, а также длины путей, прейдеиннхъ 
некоторыми точками тела, мы получаемъ для движени твердаго тела 
переменной массы при отсутств1и удафовъ дифференщадьныя уравне- 
шя, отнесенный къ осямъ, связаннымъ сь теломъ; эти ураввешд 
имеютъ тотъ же видъ, что и для движен1я тела ирстоянной маеев. 
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ЗатФмъ переходкмъ къ елу^а», когда приншашгея въ разечетъ 
удары; дМств1е атягь ударовъ на тЪю можно занФннть дМетшемъ 
некоторой системы непрерывно дМствующихъ сидь, который навы- 
ваекъ прибавочными. 

Опред^Ьшемъ проекцш прибавочной сиш въ случае поступатель- 
наго движегая гЬяа и при томъ только тогда, когда масса гбха не 
зависитъ отъ его скорости, — въ общемъ случа'Ь прим^^ндемый методъ 
не им^тъ М'Ьста. 

Для того, чтобъ убедиться на прим'Ьрахъ въ томъ, что получен- 
выя дифференщальныя уравнен1я выражаютъ равсматриваемое движе- 
те, приведены дв^Ь задачи относительно вертивальнаго движешя 
тяжелаго однороднаго цилиндра и двФ задачи А. Сау1еу. 

Получевныя дифференщальныя уравнешя могутъ быть разематри- 
ваемн, какъ уравнешя движешя точки перем^Ьнной массы. 

Дал'Ье зам^чаемъ, что масса гЬла можетъ изменяться такимъ 
образомъ, что центръ инерщи сохраняетъ свое положеше относи- 
тельно т^ла; въ этомъ. случае 410лу чаются дифференщальныя уравне- 
шя того же вида, что и въ случа^Ь движешя поступательнаго; эти 
уравнешя также могутъ быть разсматриваемы въ нФкоторыхъ слу- 
чаяхъ, какъ уравнешя движешя точки перем'Ьнной массы. 

Мы переходимъ затЬмъ къ движенш точки^ масса которой изме- 
няется. 

Зъ главе II, заметивши, что решеше задачи о движеши точки 
при измененш массы чрезъ известные промежутки времени приво- 
дится къ последовательному решешю ряда задачъ о движеши точки 
постоянной массы, мы далее разематриваемъ въ общемъ виде тотъ 
случай, когда масса точки изменяется непрерывно. 

Беремъ сначала случай, когда скорость изменяющей массы равна 
скорости точки. 

Предполагая, что масса точки выражается некоторой функщей 
времени, положешя и скорости точки, а также длины пути, ею прой- 
деннаго^ мы получаемъ, не пользуясь выведенными уже уравнешями 
движешя тела, дифференщальныя уравнешя движешя какъ свобод- 
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ной, такъ н несвободной точки; эти уравнешя ииФютъ тогь же видъ, 
что и для ТОЧЕН постоянной иассн; отсюда сд'Ьдуетъ предложете^ 
которое позвояяетъ отъ общихъ форнуяъ динамики точки постоянной 
иассн перейти къ соотвФтствующииъ фориудаиъ динаиики точки 
переи<Ьнной иассн, если при измФнеши иассн не происходить уда- 
ровъ; указнваеиъ нФкоторня предложешя, относяпцяся къ количеству 
движенк и жгаой силФ точки, къ уравнешяиъ движешя въ какихъ 
угодно координатахъ и т. д. 

Обращаясь вв,т^xь къ случаю, когда скорость изи'Ьняющей иассн 
не равна скорости точки, внводимъ дифференц1адьння уравненк дви- 
жешя какъ свободной, такъ и несвободной точки въ предположеши, 
что иасса точки не зависитъ отъ ея скорости; полученння уравнешя 
отличаются отъ соотв'Ьтствующихъ уравнен1й въ случа'Ь точки пос- 
тоянной иассн только тЬиъ, что къ задаваеиниъ силаиъ присоеди- 
няется прибавочная сила, проекщи которой на коордннатння оси 
внражаются изв«стнниъ образоиъ. 

ДалФе разсиатриваеиъ сл'6дств1я, внтекаюпця изъ внведенннхъ 
уравнешй при различннхъ предположен1яхъ относительно скорости 
изи^Ьняющей иассн, а также н'Ькоторня преобразовапя этихъ уравне- 
шй и случаи, въ которнхъ точка перейденной иассн описнваетъ геоде- 
зическую лишю на данной поверхности. 

ЗаиЪтииъ, что въ дифференщальиня уравнешя движешя точки 
переи'Ьнной иассн, вообще говоря, входитъ длина пути, пройдевнаго 
точкой, — обстоятельство, которое не встречается въ случа-Ь точки 
постоянной иассн. 

Остальння пять главъ III — VII посвященн рЪшешю различннхъ 
задачв о движеши точки перейденной иассн. 

При внбор'Ь задачъ ии^ось въ виду удовлетворить слЪдующииъ 
требованкиъ: 

1)8адачидолжнн служить для вняснен1я того вл1ян1я, которое изиФ- 
неше иассн точки въ различннхъ случаяхъ оказнваетъ на ея движете; 

2) силн, прияожеиння къ точк'Ь, должнн принадлежать къ числу 
т^Ьхъ, которшш обцкцовенно пользуются при объяснеши движешй, 
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наблюдаеннхъ въ природ'Ь, — каЕОвн: сила тяжести, сила притяавешя 
по закону Ньютона, сопротивлевте среди, нропорщональное квад- 
рату скорости и т. д.; 

3) р'Ьшен1е задачи до^шно приводиться къ квадратураиъ и, въ 
врайнеиъ случае, къ интегрировашю уравнешй уже изученннхъ, 
каковы, наприн^Ьръ, уравнешя Риккати и Бесселя; ото требоваше 
соотв^Ьтствуетъ известному мн^Ьнш Якоби: 9^ио та]оге8 1п ^епеге 
д1Шси11;а1;е8 рап! ]п1;е^11о аедйаНопит с1]вегеп11а11ат с1упат1са- 
гит, ео ша^оге сига еа ехатшаге (1еЪеши8 ргоЫешаи тесЬап1са, 1п 
дшЪив ш1е^га1лопет а(1 диа^акгав регдисеге соп1;^^^*. (^асоЪ^. 
„Ве тоЫрипсН 8гпди1аг%8'. СгеИе'з ^оип1а1, Вй. 24, 8. 5. 1842; 
веваштеИ» ^гке, Ва. IV, 8. 265). 

Глава III содержитъ задачи о прямолинейномъ движеши точки 
переменной массы и прежде всего т% къ которымъ мы приходимъ, 
разсматривая вертикальное движете горящей ракеты и привязного 
аеростата; затФмъ вкратце указанъ случай свободнаго аеростата, 
масса котораго выраавается некоторой функщей разстоян1я его отъ 
земли, и далее решается задача о движенш тяжелой точки массы 
т = т^{1'^а1у при сопротивленш среды, пропорщональноиъ 
квадрату скорости. 

Въ глав1» IV разсматривается задача о криволинейиомъ движе- 
ши точки въ случае, когда оно выражается такъ же, какъ и прямо- 
линейное, однимъ дифференщальннмъ уравнен1емъ 2-го порядка, 
именно задача о малыхъ колебашяхъ кругового маятника въ среде, 
сопротивлеше которой пропорщонально скорости; въ случае, когда 
сопротивлеше среды, разсчитанное на единицу массы при единице 
скорости, равно а(1 -«-а^^^ где а и а величины постоянный, 
решеше задачи выраа&ается чрезъ функщи Бесселя. 

Переходя затемъ къ задачамъ о криволинейиомъ движен1И сво- 
бодной точки, мы прежде всего оста&авливаемся на задачахъ обрат- 
ннхъ, которыя и составляютъ предметъ главы V. 

Въ этихъ задачахъ требуется определить законъ изменешя массы 
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ТОЧЕН таынъ образомЪу чтобы точка, двигаясь въ сопротивляющейся 
еред4 при дЫствш данной силы, нронорщональной жшАу ониснвала 
данную плоскую кривую; предполагается, что сила, разсчитавная на 
единицу кассы, зависитъ только отъ положения точки. 

Разсиатривается прежде всего случай, когда при иаи^ненхи массы 
точки ударовъ не пронскодитъ; къ етоиу случаю приводится рг^>- 
сиатриваеиая задача и тогда, когда скорость изм^нящей массы 
равна нулю или направлена по одной прямой со скоростью точки. 

Отъ общей задачи переходнмъ къ задачамъ болЪе и болЛь част- 
нымъ: когда данная сила есть сила тяжести, зат^мъ, когда при этомъ 
данная кривая парабола, и, наконецъ, когда солротивлеюе среды про- 
порщонально н'Ькоторой степени скорости. 

Глава VI посвящена р'Ьшен1ю задачъ о движен1н тяжелой точки. 

Зд'Ьсь въ начал'Ь указана задача, къ которой мы приходимъ при 
разсмотр^ши поступательнаго движбН1я въ пустот]^ тяжелаго т'Ьла, 
когда задана относительная скорость, по отношенш къ т'Ьлу, центра 
инерцш изм«няющихъ частиць. 

ДалФе излагается р'6шен1е задачи о двнжен1и тяжелой точки въ 
средф, сопротивлеше которой пропорщонально квадрату скорости, въ 
томъ случа'Ь, когда масса точки и коеффищентъ сопротивлен1я суть 
некоторый функщи длины пути, пройденнаго точкой. 

Предполагаемъ сначала, что скорость изм'Ьняющей массы равна 
скорости точки; къ этому случаю приводится задача и тогда, когда 
скорость изм'Ьняющей массы равна нулю или направлена по одной 
прямой со скоростью точки. 

РФшеше задачи разсиатривается бол'Ье подробно въ томъ част- 
номъ случае, когда сопротивлеше среды, разсчитанное на единицу 
массы при единиц'6 скорости, равно (а-ь &в)~~^, гд'Ь а еЪ величины 
постоянный. 

Въ конц'Ь указаны н^Ькоторыя обпця свойства движешя тяжелой 
точки перем'Ьнной массы въ сопротивляющейся сред'Ь. 

Въ глав% VII разсиатриваемъ движен1е точки при дМствщ 
центральной силы, 
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Въ начад^Ь указнваекъ н^которня слАдетвк дхфференщаяьннхъ 
уравнешй движешя въ сдуча'Ь центральной силы при равлчннхъ 
предноложешдхъ относительно сворости изи^княющей иаесн; при 
етоиъ оти^Ьчаеиъ случай, когда уравнешя движешя ии^клугъ фотъ же 
видЪу что и въ задач'Ь о движеши точки постоянной иаеен, на кото- 
рую, кроиФ силы притяжешя по закону Ньютона, дМетвуетъ еще 
сила тяжести. 

ЗагЬиъ подробно разбираеиъ задачу о движенш точки, притя- 
гиваеиой къ неподвияшоиу центру по закону Ньютона, предполагая, * 
чтоиасса ея выражается форнулой: ||| = «11ф(1 — оЛу^^ гд4 т^жл 
величины постоянный, причеиъ скорость изгЬняющей иассы равна 
нулю. 

Въ заключете приведены два частныгь приифра на движете 
точки при дМств1и силы притяжешя по закону Ньютона, въ кото- 
рыхъ скорость изи'Ьняющей иассы направлена — въ одноиъ прии'бр^Ь, 
по той же пряной, что и скорость точки, а въ другоиъ, по лиши, 
соединяющей точку съ центроиъ силы. 



№еркъ ЛЕтератпы ю вопросу о двшш тЪгь педоЕЪшой 

носы. 



1. Въ куреахъ теоретичесБой механики ин вбтрЪчаенъ изложеше 
вопросовъ, въ которнхъ принимается во вниман1е измЪнеше массн^ 
но лишь въ т'Ьхъ случаахъ, когда это изм^Ьнеше Происходить только 
въ одинъ моментъ, какъ, напримФръ, при прямомъ ударф совершенно 
неупругихъ шаровъ; сюда хе иожетъ быть отнесена и задача о дви- 
хен1и баллистическаго маятника поел! того, какъ масса его увели- 
чилась всл1дств1е вступленк снаряда въ прхемникъ. 

Объ И8М^Ьнен1И массы говорится также при разсмотр'Ьши колеба- 
шй системы около положетя равнов1с1я; лордъ ВауЫ^^Ь въ своемъ 
сочиненш ^ТИшугу о( 8<птЛ* говорить о тоиъ вл1яши, которое ока- 
зываетъ изи11иете массы въ какой-либо части консервативной систеиы 
на продолжительность перща колебаюй системы, — онъ нашелъ, что 
перщъ колебашй, вообще говоря, удлинняется при возрастанш массы 
и укорачивается при ея уменьшеши. (^ТЬеогу оГ 8ош1<1'у то1« I, 
аг*. 88. 1877). 

Въ ^Оупат%с о( а 9у81ет о( г%д%Л ЪосИез' Б. Воа^Ь въ статье 
о колебатяхъ системы около положешя равновЫя также разсматри- 
ваеть вл1ЯН1е, которое оказываетъ при этомъ „возрасташе инерщи' 
какой-либо части системы въ тоиъ предположенш, что силы не пре- 
терпФваютъ изм^Ьнешя. (ДЬе а^тапсес! раг1' § 76. 1884). 

Мгновенное изиФнеше массы встр^Ьчается и въ теорж корабля; 
зд^Ьсь решается, наприм'Ьръ, задача о томъ, какъ изменяется положе- 
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те равнов'Ьсш корабля, если въ некоторой его точкЪ будетъ пом^Ь- 
щенъ нли удаленъ какой-либо грузъ; — эта задача и еа прим'Ьненк 
изложены въ „ТЬёоггейи паФе*" ^. Ро11аг(1 е( А. Ои^еЪои!, 1 II, 
1891, сЬ. XXIV, XXV, рр. 79—103. 

Тиссеранъ въ ^Мёсапгдие сИевЬе^ также разематриваетъ мгно- 
венное изнЪнеше массы: во второмъ том^, сЬ. XXIX, рр. 482—489, 
предполагая, что къ масс^Ь земли присоединяется н^^которая малая 
масса, наприм'Ьръ, аеролитъ, Тиссеранъ опред'Ьляетъ соотв^^тству- 
ющее изм'Ьнен1е величинъ главныхъ центрадьныхъ моментовъ инерщм 
и направлен1й главныхъ центральныхъ осей инерщи земли. 

2. ИзмФнеше массы, совершающееся непрерывно, разематриваетъ 
впервые, насколько мн1^ изв^Ьстно, А. Сау1еу въ стать'Ь: „Оп а (Лаза 
о( йупатихЛ ргоЫет^ у которая появилась въ 1857 году въ жур- 
нал-Ь 5,РгосееЙ1В8;8'оГ *Ье Коуа! 8ос1е1;у оГЬопдоп*, уо1. Ш, рр. 506 — 
511, а загЬмъ въ „РЫ1о8орЫса1 Ма§^пе ап<] ^оита1 о^ зсгепсе*, 
1858, то1. XV, рр. 306—310 *). 

Подъ именемъ ^одного класса динамическихъ задачь"* зд'кь разу- 
м'Ьются «задачи съ непрерывными ударами^ — «еопИпиоиа-шрае! 
ргоЫеша* — , т. е. тФ задачи, въ воторыхъ ,къ системе непрерывно 
присоединяются частицы безконечно малыхъ маееъ такммъ образомъ, 
что скорость системы изменяется непрерывно, между тФмъ какъ 
скорости чаетицъ изм^Ьняются на величины конечный въ моментъ ихъ 
присоединешя къ систем'Ь''. 

Авторъ имФегь въ виду сл^Ьдующую задачу: опред^ьмть дви- 
жен%е тяжелой тми, одна часть которой лежать на столл у 
самаю края^ а другая часть свтьшивается внизъ и представляешь 
движущуюся систему. 

Въ каждый элементъ времени й1 эта система приеоединяетъ къ 
себ^Ь и приводитъ въ движете съ конечною скоростью безконечно 
малую длину Лв ц-Ьпи. 



'^) «ТЬе со11ес1ес[ Магкеша^са! Рарега о1 АИЬиг Сау1еу», то!. ГУ, № 225^ 
рр, 7-11. 
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Общее уравнеше дняаикн въ прпгЪнеши къ разснатряваемниъ 
задачаиъ авторъ представляетъ въ вид'Ь: 

2 [(0- X) й * (^- г) », * (§ - л) ».] л». * 

-*- 2 (Д^ *5 -4- Д|; 87] -*- Дм; Ь1) . -^ с^^^ = 0; 

находя, что первая строка не требуетъ объяснен1йу онъ увазываеть 
значешя чденовъ второй строки: ^, 7|, % координаты въ моиентъ ( 
частицы ({(Г, которая вступаетъ въ соединеше съ системой; Лее, Аг;, 
^го — проекц1и конечнаго приращешя скорости Л^ ж 9$, Зт), 8С — 
проекщи возиолшаго переифщенхя этой частицы^ если ее разсматри- 
вать ухёу какъ часть системы; суииироваше распространяется на всЬ 
частицы е{|&, присоединяюпцяся къ систем'Ь въ иоиентъ I. 

Указавши^ какъ преобразуется написанное уравнеше, если ввести 
независииыя координаты, авторъ переходить къ р'Ьшешю вышеупо- 
мянутой задачи въ томъ предполохенш, что масса какой-либо части 
ц'Ьпи пропорщональна ея длин'Ь. 

Полагая, что ось О^г направлена по вертикали внизъ, изъ общг^о 
уравнен1я получаемъ: 

Пусть 5 длина той части цФпи, которая находится въ движен1И, 
тогда это уравнеше намъ дастъ: 

(^-*Мй)'=в о 

отсюда получаемъ первый интегралы 



Уз^-а^ У 3 " ' 



гд-Ь а длина висящей части ц'Ьпи въ начальный моментъ. 
Авторъ полагаетъ затЬмъ а = О и находитъ 



1 2 Очхркъ лтвршрн. 

Въ ваклочеше авторъ указнваетъ, что ур. (1) иожучв/пел тсже, 
если воспользоваться уравнешекъ: 

да' = (в-*-вЛ)(в'-4-«в'), 

гд-Ь 8^ = ^, загЬмъ прнбавить членъ да.М я подставить ^ с1< 
виФсто Ьв. 

Двенадцать лЪтъ спустя, А. СауЬу возвращается еъ т'Ьиъ же 
звдачаиъ, которня онъ назнваетъ теперь «ргоЫешв оГ соп11паоа8 
1три1ве'. 

Въ журнале «ОхГогЛ, СатЪп(1^е апс1 ОаЪИп Мезвеп^ег оГ Ма1;Ье- 
та11С8', Уо1. У, 1869 года, ин паходииъ подъ общииъ пазватеиъ: 
^А 98т11;Ь'8 рг12е'' рарег*, р. 40, следующую задачу, предложенную 
и решенную А. Сау1еу (№ 6, рр.48 — 49) *): масса М^ прикргьп- 
ленная къ концу Л ц^ьпи ЛС^ помпщена емгьстл съ щмью на 
горизонтальной плоскости такимб образомъ^ что часть АВцппи 
расположена по прямой линщ остальная аюе часть ВС св^тута 
у точки В; масел М сообщена нпкоторая скорость еъ направлен 
нгиотьВкъА; деигаясь за/тгьмъ прямолинейно ^ масса М тянетг 
за собою цпм>; требуется опредпм1ть деиженге и еыяснить осо- 
бенпость задачи. 

Пусть т иасса единицы длины цФпи, а начальная длина ЛС и 
а-^х длина АС въ иоиентъ (. 

Обозначииъ чрезъ V скорость движешя въ иоиентъ < и чрезъ В 
величину иипульса въ этотъ иоиентъ; тогда 

[ЛГн-т(ан-а?)](|!;= —В 

тV.Л.V:= ^В, 

отсюда 



но 



[ЛГ-#-т(а-»-я?)](г^-нт«;«Л = 0, (2) 



ьсИ = Лху 



*) «ТЬе со11ес1ед Ма1;Ьета1!са1 Рарега оГ Лг1Ьиг С&^1е^ш^ уо1. УШ, № 681, 
рр. 446—446. 
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следовательно, 

(ЛГ-*- та) йV'^т й{{сю) = 0; 



находниъ таЕиш образокъ 

[ЛГн-т (а-^-а:)] V = {М^та) Г, (3) 

гд-Ь V начальнал сЕорость. 

Интегрируя еще разъ, получаеиъ 

{М-^та) ж-ь у тх^ = (М'^та) VI, 

откуда, полагая х = 1 — а, опредЪляеиъ тотъ монентъ, въ который 
вся цФпь приходить въ движете; дал'Ье она движется съ постоян- 
ною скоростью. 

Авторъ заиФчаетъ, что ур. (3) можно было бы получить сразу, 
пользуясь постоянствоиъ момента количества движешя системы, но 
онъ находить, что изложенный методь д&[аеть болФе яснымь особен- 
ный характерь разсматриваемой задачи, вакь «задачи съ непрерыв- 
ными импульсами''. 

3. Въ небесной механик'Ь вопрось о вл1ян1и непрерывнаго изм!^- 
нешя массы на движете быль поднять вь 1866 году; — зд^ь онъ 
т^но связань съ вопросомь о в'Ьковомъ ускорети долготы луны. 

Это неравенство, представляющее характерную особенность дви- 
жетя луны, открыто вь концф семнадцатаго в'Ька Галлеемь; вели- 
чина соотв'Ьтствующаго коеффищента векового ускоретя долготы 
луны опред^Ьлялась изъ имевшихся наблюдетй затм'Ьтй различными 
учеными, начиная сь Дюнтгорна (1749 г.), который получиль Ю''^, 
принявши стол^Ьпе за единицу времени, и кончая Ганзеномь 
(1864 г.), который нашелъ 12^ и даже 13'^ 

Теоретическое обьяснете этого неравенства дано впервые Лап- 
ласомь; разсматривая ускорете средняго движетя луны, какъслДд- 
ств1е уменьшетя эксцентриситета земной орбиты, Даплась получиль 
для коеффищента ускорен1я 10"°^; но Адамсъ уиазаль, что это число 
должно быть уменьшено до 6'', и, дЫствительно, болФе точным вы- 
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числен1я Делоне (1859 г.) дали только 6^1, ел^Ьдовательно9 при* 
близительно на 6'^ меньше того числа, которое получилось изъ наблю- 
дешй; Делоне объяснялъ эту разницу вл1яшенъ приливовъ ш 
отливовъ. 

Находя, что такижъ образонъ ножетъ быть объяснена тольео 
часть полученной разницы, Дюфуръ въ 1866 году въ стать'Ь: ,^иг 
ГассНёгаНоп зёсиШге Ли тотетепк йе 1а Ыпе*^ раг СЬ. ВиМг 
(Сотр1;е8 гепйиз Дез Зёапсез с1е ГАс. йез 8с., 1 ЬХП, рр. 840 — 842) 
обращаетъ вни]|ан1е на непрерывное возрастан1е массы земли 
всл'Ьдств1е падешя метеоритовъ, которое должно производить уско- 
реше въ среднемъ движенш луны и, сл'бдовательно, можетъ служить 
для объясненк части найденной величины этого ускоретя. 

Дюфуръ указываетъ на то, что массу земли увеличивають не 
только т^Ь метеориты, которые падаютъ на нее въ вид'Ь аеролмхомц 
ноитФ, которые сгораютъ или разсыпаются въ аамферК; изъ приб* 
лиженныхъ вычислев1й онъ находрп, что для того, чтобы произвести 
уекореше въ движенш л|мя равное в'^, количество метеорной пыли, 
приходящееся м годъ на поверхность Франщи, должно занимать 
объем около 0,1 куб. километра при плотности, равной % "'^^^ 
юстм земли. 

» 

Бъ 1884 г. Оппольцеръ пом'Ьстилъ въ |9А811гопот18с11е NасЬ- 
псЬ1еп% Вй. 108, й 2573, стр. 67 — 72, статью: ^ПеЪег еьпе 
Пгзаске^ у^екке Леп ПЫегвскШ атзскеп Лег {кеагеИ&ск Ъегеск- 
пе1т 8еси1агассе1егаИоп гп Лег Ь&пде Лез МопЛев ипЛ Лег (Ш- 
вйЫ^Искеп ЪеЛгпдеп капп"; к1шъ причина в^Ькового ускоретя луян 
зд^ь разсматривается возрасташе массъ земли и луны; авторъ опре- 
дфляеть съ довольно грубымъ приближешемъ то изм^неше долготы 
луны, которое должно происходить всл'6дств1е ос^Ьдан1я метеорной 
пыли на поверхности какъ земли, такъ и луны; онъ находитъ, что 
это изм'Ьнен1е есть уекореше и соотв11тствующ1й коеффищентъ равенъ 
Ь'\ если количество метеорной пыли, падающей на землю въ течете 
СТ0Л&Т1Я, образуетъ слой толщиною въ 2,8 шт., принимая плотпоеть 
его равною средней длотности земли. 
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ВеяФдъ за статьей Оппольцера въ тонъ же 1884 году въ 
Д81топот18еЬе . НаеЬпе111еп'' появидаеь статья Гильдена: „ТЙе 
ВаНпЬеюедипдеп %п е1пет 8у81ете ьоп е%оег Кбгрет гп Лет 
РаШ, Ла^ Лге Маваеп УегйпЛегипдеп ипипоаг(еп аШ". (Вд. 
109, й 2693, стр. 1—6). 

Преднетъ статьи Гильдена составляетъ задача объ отдоеитель*- 
ноиъ движеши двухъ точевъ, взаимно притягивающихся по заЕОну 
Ньютона, въ тоиъ случа*!, когда массы точекъ выражаются дан- 
ными функщями времени. 

Авторъ допускаетъ, что дифференщальныя уравнетя относитель- 
наго движешя одной точки но отношенш къ другой могутъ быть 
написаны въ вид'Ь: 






(4) 

» = 0, I • 



гд^Ь |ц величина постоянна^, и дад^^е занимается интегрировашемъ 
зтихъ уравнешй; онъ Криводитъ ур. (4) къ виду: 

^ -4- ^Р — (\ 

полагая: 



4x2 р 



• ' » • " • • • I 



гд4 



• 

^■') = ТТ^ ['1Т ^г-гр-Ш1 ^у. . . (5) 



^Тг — '^Ж 



Такъ какъ въ формуле (5) выражеше Р{1) въ функщи отъ пере- 
м'Ьнной "Г остается неизв^кстннмъ, то указываемый методъ, вообще 
говоря, можетъ .служить только для .приближениаго интегрировашя 



I б О «рп лпрАпга. 

7р. (4), пользуясь т&гь, что въ течете раавштртаенаго промежутка 
времени функщя Р(1) шмЛ&тъ весьма маша значешя. 

Гжл ь д енъ прим<Ьняегь атоть методъ къ случаю, когда Щ) = у^, 
гд'Ь у величина постоянная, и приходить къ заключешю, что, при 
равномФрномъ возрасташи массъ солнца и планетн, планета должна 
упасть на солнце. 

Бол4(е подробное развипе вопроса, которнмъ запинался Опполь- 
церЪу мы находииъ въ стать^Ь проф. Зелигера: ^ЛЛег Хтаттт- 
8{б88е ипЛ ТкеИипдеп р1апе1агг8сНег Маззеп" гюп Н. ЗееИдег 
(АЪЬапДап^еп дег Шищ. ВауешсЬе АШепие дег 1У188еп8сЬаГ- 
*еп, С1. П, Ва. ХУЛ, АМЬ. П, стр. 459—490, 1890 г.). 

Проф. Зелигеръ нредде всего составляетъ днфференщахьння 
уравнешя движешя планеты подъ вл1ятемъ притяжешя солнца, при- 
нимая во внииате непрерывное падеше на нее весьиа малнхъ массъ 
изъ встречающихся метеорныхъ потоковъ. 

Пусть т переменная масса планеты, такъ что 






обозначииъ чрезъ ^, -^| ^ проекщн скорости центра инерщи тФхъ 

малыхъ массъ, который въ моментъ I присоединяются къ планете; 
тогда уравненк разсиатриваемаго движетя представляются въ видФ: 






^■а— )5 = -|(|-5) 






ЭТИ уравнетя авторъ прииеняетъ къ движешю земли. 

Пользуясь т^мъ, что дають работы Ск1апарелли и Гека 
относительно движешя метеоритовъ, онъ находить приближенный 
выражешя для проекщй возмущающей силы^ которая является всл^д- 
ств1е падешя метеоритовъ: 



Х = 



*'-4"-^-5(|-г) 
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Предполагая, что земля движется по окрухности, проф. Зели* 
геръ получаетъ для Еоеффищента векового изи-Ьнетя средней дол- 
готы зеили всл^^дств1е возмущающей силы весьма малую величину 
0^1 2, если принять, что рад1усъ земли возрастаетъ на 1 шш. въ 
стол^Ьпе. 

Выводы, сд'Ьланные для земли, проф. Зелигеръ распространяетъ 
на случай луны и находить вырахешя для проекцШ возмущающей 
силы въ относительномъ движеши луны по отношешю къ земл'Ь; онъ 
допуекаетъ затФмъ, что относительная траекторая луны окружность, 
что метеорная масса, падающая въ единицу времени на единицу по- 
верхности луны и земли, одинакова; тогда получается, что в'Ьковое 
ускорете долготы луны всл^Ьдств1е падешя метеоритовъ почти въ 
шесть разъ бохи того, которое опред'Ьлено Оппольцеромъ, такъ 
что для объяснетя разницы въ 5'' между наблюденной и теоретиче- 
ской величиной коеффищента этого ускорешя достаточно возрасташе 
рад1уса земли на 0,5 шш. въ стол^Ьпе. 

ДалФе проф. Зелигеръ переходитъ къ движенш кометы и даетъ 
приближенным выражешя проекщй возмущающей силы, которая 
является всл^Ьдетв1е непрерывныхъ встр'Ьчъ кометы еъ метеорными 
потоками, а также и всл*Ьдств1е истечешя пометной массы къ солнцу. 

Н11которое дополнен1е къ вышеупомянутой етать'Ь Гильдена, 
представляетъ моя зам'Ьтка, напечатанная въ 1893 году: ^,Егп Зре- 
ш1(а11 Лев вуЫбп'зскеп РгсЫетв (Л. N. 2593/. {Ых. КасЬг., 
Вй. 132, ^6 3153, стр. 129—130). 

Въ 8Т0Й зам'Ьтк!^ указанъ частный случай задачи Гильдена, въ 
которомъ дифференщальныя уравнешя движен1я интегрируются въ 
квадратурахъ, — именно, когда въ ур. (4) 

гд'Ь а и а суть постоянный; ур. (4) приводятся тогда къ виду: 



2 



1 8 ОЧЕРБЪ ПТЕРАТУРН. 

нолагая 

Изъ формулъ (6) сдфдуетъ, между прочииъ, что, если точка (^, т)) 
опиенваетъ эллипеъ, то точка (х^ у) движется по спирали^ прибли- 
жаясь Бъ началу координатъ при а<0 и удаляясь отъ него при а> 0. 

Разснатривается зат^нъ болЪе обпцй случай, когда им'Ьется сис- 
тема п точекъ, БЪ которымъ приложены силы взаимодМствк и силы, 
исходяпця изъ начаяа координатъ, — т:Ь и друпя пропорщональнн 
массаиъ точекъ и 5-й степени разстоян1й; дифференщальнЕ1я уравне- 
н1я движен1я этой системы, когда въ нихъ массы точекъ и коеффи- 
щентъ въ выражен1яхъ силъ, исходяпщхъ изъ начала координатъ, 
суть фунБщи времени вида 

X, (а -*. аО"'~' (г = О, 1, 2, ...п), 

приводятся къ случаю, когда ъеЬ эти величины суть постоянный рав- 
ный Хр если вм^Ьсто декартовыхъ координатъ точекъ системы и < 
ввести новым переменный: ^, 1г], ^, т по формуламъ вида (6). 

Въ заключеше этого очерка литературы вопроса можно привести 
одно мЪсто изъ лекщй Бирхгоффа: „УогШипдеп йЪег МаЛета- 
ИзсНе РНузИсу МесЬапгк''^ которое позволяетъ думать, что Кирх- 
гоф фъ считалъ возможнымъ разсматривать движбн1е точекъ съ пере- 
м'Ьнными массами. 

Во второй лекщи, говоря о дифференщальныхъ уравнешяхъ дви- 
жешя системы: 



• • • • 



на стр. 22-й (3-е изд. 1883 г.) Бирхгоффъ зам'Ьчаетъ: „(Не 
ЭЫсЬап^еп тегИегеп 81е аисЬ П1с111;, ^^епп тап (Не Огбззеп ш^, 
т^, . . . . пкЫ а18 сопз^ап!, 80пс1ет а18 Ъе11еЪ]§; уег&МегИсЬ 
апштт!''; но онъ не дФлаетъ этого обобщен1я, такъ какъ ^.оно не 
упрощаетъ описан1я движешй'', — мы уже видели, что есть случаи, 
въ которыхъ такое обобщеи1е оказывается полезнымъ. 



■ 

УРАВНЕШЯ ДВИЖЕШЯ ТВЕРДАГО ТЪЛА ПЕРЕМЕННОЙ 

ИАССЫ. 



§ 1. Общая задача о движен1и тЪла переменной мееы. 

Процессъ язи'Ьнешя массы гЬла можно разсматривать, вообще 
говоря, или какъ присоединенхе къ тЬлу новыхъ части]гь, или канъ 
отдФлеше н'бкоторнхъ частип^ь тЪла, или каБЪ оба эти явленк, со- 
вершаюпцяся одновременно, причемъ приеоединен1е къ тФлу новыхъ 
частицъ нонимаемъ въ томъ емысл'Ь, что онЪ принимаютъ такое же 
участ1е въ движен1и т^ла, какъ если бы это были частицы самаго т'Ьла. 

Въ механик^Ь т'Ьло разсматривается, какъ система матер1альныхъ 
точекъ, связанныхъ н'Ькоторыми связями; пусть гЬло, движете кото- 
раго насъ интересуетъ, будетъ система А. 

При изм-Ьненш массы гЬла, частицы, присоединяющ1яея къ т^у, 
можемъ разсматривать какъ матер1альныя точки, вступаюпця на связи 
системы А; до момента присоединешя онФ принадлежали нЪкоторымъ 
системамъ: В, С, .... ; частицы отд%ляющ1яся можемъ разсматри- 
вать какъ матер1альныя точки, которыя разрываютъ связи, обусло- 
вливающ1я ихъ принадлежность систем1^ А, и переходятъ въ нЪко- 
торыя системы: В^, С^, . . . 

Такимъ образомъ движен1я етихъ еистемъ связаны между собою, 
и, сл'Ьдовательно, мы можемъ соединить ихъ въ одну систему Р. 

Въ системе Р изм'Ьнен1я массы не происходить, сл'бдовательно, 
р'ЬшбН1е задачи о движеши этой системы входить въ область дина- 
мики постоянныхъ массъ. 

2» 
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Определивши движете систет Р, мы будеиъ знать и двихеше 
интерееующаго насъ тЬхл. 

Но двихеше матер]альннхъ точекъ до присоединешя ихъ къ 
тЪлу или после отд^лешл огь него (для краткости мохеиъ называть 
8ТИ точки „глэмгшяющгши') саио по себе насъ не интересуетъ; по- 
этому мы ограничиваемся разсмотрешемъ тЪхъ случаевъ, въ которыхъ 
на движенге тгьла при дтьйствги данныхь сим влгяютъ только 
массы, положенгя и скорости излтняющихб матергальиыхь то- 
чекъ въ тотл моментъ^ когда он$ь присоединяются къ тгьлу или 
отдгьАяются отъ нею, а такоюе и силы, къ нгшь приложенныя, 
когда онгь находятся въ соединенги съ тп>А0мъ. 

Поставленная такимъ образомъ задача о двихеши тЬла перемен- 
ной массы упрощается, если массы, полохен1я и скорости изменяю- 
щихъ точекъ известны для кахдаго полохен1я тела. 

Если матер1альныя точки, принадлехапця разсматриваемой сис- 
теме, не изменяютъ взаимныхъ разстоян1й, то мы называемъ такую 
систему твердымъ теломъ; некоторый матер1альныя точки могутъ 
отделиться отъ разсматриваемой системы, следовательно, разстояшя 
ихъ отъ оетальныхъ точекъ тогда изменятся, но съ момента отде- 
лешя эти „изменяюпця* точки ухе не принадлехатъ системе; неко- 
торый матер1альныя точки могутъ присоединиться къ разсматривае- 
мой системе, но оне принадлехатъ системе только съ момента своего 
присоединешя, а тогда оне удовлетворяютъ вышеупомянутому уело- 
вш; мы приходимъ такимъ образомъ къ понятио о теердомъ тплт 
перемпнной массы, двихеше котораго мы и будемъ даяее разсмат- 
ривать, предполагая, что масса тела остается конечною и неравною 
нулю во все время двихешя. 

§ 2. ОпредЪленЁе движенЫ твердаго гЬла, масса котораго 
изменяется чрезъ известные промежутки времени. 

Изменеше массы тела происходить въ моменты, отделенные 
другъ отъ друга некоторыми промехутвами, и притомъ кахднй разъ, 
по предполохешю, мгновенно. 
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Въ течен1е какого-либо изъ атихъ проиехутковъ, движен1е т'Ьла^ 
при дМетв1и прнложенннхъ къ нему силъ, опред^яется, какъ дви* 
жеше твердаго т'Ьла поетоянной массы при т'Ьхъ данннхъ, которых 
соотв'Ьтствуютъ началу промежутка; въ конц'Ь промежутка масса т^^ 
изм'Ьняется всл^Ьдств1е того, что, вообще говоря, одн'Ь части т'Ьла 
отд'Ьляются, друг1я къ нему присоединяются; при этомъ вообще про- 
исходитъ рядъ ударовъ, въ продолжен1е которыхъ массы соударяю- 
щихся тФлъ остаются постоянными; мгновенныя силы вдаимод'Ы1етв1Я9 
развиваюпцяся при каждомъ удар^Ь, и производятъ то, что въ конц'1^ 
удара изм^Ьняющая часть иди находится въ соединенш съ тЬломъ, 
или удаляется отъ него съ н'Ькоторою скоростью. 

Опред'Ьляемъ изм'Ьненную массу разсматриваемаго т^^а, положе- 
ше центра инерщи, моменты и произведетя инерщи, поступательную 
и угловую скорость т^а поел^Ь нзм'Ьнен1я массы. 

Найденный величины суть начальный данный для слФдующаго 
промежутка, въ течеше котораго движеше тФла опред'Ьляется какъ 
движете твердаго т&га постоянной массы; въ конц^Ь промежутка 
происходить рядъ ударовъ; разсчитываемъ результаты этихъ ударовъ, 
затФмъ опред^Ьляемъ движеше т'Ьла въ слЬдуюпцй промежутокъ и т. д. 

Такимъ образомъ зд'Ьсь для опред^Ьлешя движен1я гЬла перемен- 
ной массы мы посл'Ьдовательно прим:Ьняемъ то, что уже входитъ въ 
область динамики постоянныхъ массъ, именно, дифференщальныя 
уравнешя движешя и разсчетъ ударовъ твердыхъ т'Ьлъ. 

§ 3. Примерь: вертикальное движеше аеростата при выбрасы- 

ван1и балласта. 

Для примера разсмотримъ подъемъ и спускъ аеростата. 

Массою аеростата мы называемъ сумму массъ: газа, заключеннаго 
въ оболочк!^, самой оболочки и всей нагрузки, которую несетъ оболочка. 

Существуютъ различный. причины, изм^няюпця массу аеростата; 
мы примемъ въ разсчетъ одну изъ нихъ, именно выбрасыван1е бал- 
ласта, и будемъ предполагать, что аеростатъ движется поступательно. 

Пусть въ начальный моментъ < = О и масса аеростата М; ось 
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Ох направинъ по вертикали вверхъ, чрезъ х обозначииъ раэстояпе 
оть зеили одной изъ точекъ^ неизи^^нно связанныхъ съ аеростатогь 
во все врежя его движешя. 

I. Разснатриваемъ сначала восходящее движете аеростата 
послЪ иоиента ^ = О, предполагая, что начальныя значешя: х = х^ 

» т. = о- 

Пусть 
^1 9 ^2 ' ^8 * * - • 6^А'^ть значешя х для гкть полохешй аеро- 

стата, въ которыхъ выбрасывается бадластъ; 
Щу Щ} Щ • • • - соотв'Ьтствуюпця массы выбрасываеиаго 

балласта; 
оЦуО^уСц . . . ихъ относительный скорости, направленный внизъ; 
Р подъемная сила аеростата, равная в'Ьеу выгЬсненнаго объема 

воздуха; 
О усворен1е всл'Ьдств1е притяжешя земли; 
К коеффищентъ сопротивлешя воздуха. 
Предполагаемъ, что сопротивлен1е воздуха пропорщонально квад- 
рату скорости, а Р, О л К данный функщи отъ х. 
Уравнеше движенк будетъ 

М^ = Р — Мв—Кх\ (1) 

гд4 

Р—МО>0. 

Обозначимъ чрезъ х одно какое-либо изъ значешй интеграла 

/ 2 Кс1х = х, 

и пусть при постоянномъ значенш |1 

ЦР-]^0)е1^.ах = Р(1»., X), (2) 

тогда первый интегралъ ур. (1) будетъ 

X 

^Ме'^.х' = Е(М, х) — Р(М,х,) (3) 
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Полагая въ ур. (3) х = О, найдемъ значвн1в х=:\, соответ- 
ствующее наибольшей высот'Ь подеятхя. 

Должно быть л?!^^!, тогда изъ ур. (3), полагая л? = а:^, опре- 
д^Ьляемъ скорость аеростата въ тотъ моментъ, когда выбрасывается 
масса т{, обозначимъ ату скорость чрезъ х\. 

Въ положеши х=^х^ количество движен1я массы М до выбрасы- 
вашя балласта должно быть равно сумм'Ь количествъ движешя массъ 
М — т^ и т^ после выбрасыван1я, ибо возникаюпця при выбрасыва- 
нш силы суть силы внутреншя; обозначимъ чрезъ а^ скорость аеро- 
стата после того, какъ будетъ выброшена масса т^ , тогда 

Мх\ = (ЛГ — ш^ а^ -ь п»! {х\ — а^), 
следовательно, 

/ 1П| 

Дальнейшее движете аеростата выражается уравнешемъ 

{М—тУ^ = Р^{М—т,) 0—Кх'; (1,) 

скорость определяется изъ уравиешя: 



= Р(М—т^, х) — Р{М—т^^ х^\ 



•' • •(^г) 



где х^ есть значеше х при о; = 2;р 

Если обозначимъ чрезъ Н^ значеше х^ которое получается изъ 
ур. (З^) при X = О, то должно быть х^ ^ А,; полагая а; = я;, въ 
ур. (3|), найдемъ скорость х\^ при которой выбрасывается масса т^ 

Скорость аеростата после выбрасывашя массы т, будетъ 
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Вообще, посд^Ь того, Еакъ балластъ будетъ внброшенъ п разъ, 
двиген1е аеростата выразится уравнешемъ: 



<=1 •=1 



прдчемъ мохетъ бить 

« 

% = 1 

Скорость въ этомъ двихенк опред'Ьляется изъ уравнешя: 

(** / X Хц ч V 



/ 



гд4 х^ есть значете х при х=х^е 



П П м ^п' 

1 



Такииъ образоиъ посл'Ьдовательно опредЪляемъ скорость аеро- 
стата; значеше х^ соответствующее наибольшей высогЬ подъема 
посл'Ь п выбраснван1й, опред'Ьляется изъ ур. (3^, полагая х=0. 

Им^я выражен1я х чрезъ х, мы мохемъ для каждой части пути 
выразить X посредствомъ квадратуры въ функщи отъ ^ 

Въ частномъ случа*, когда а^ = а^ = Лд . . . . = О, скорость 
аеростата не изменяется въ моментъ изменешя массы. 

Полагая 0=д, К=^ку Р=:р — ^x^ гд* ^, Л, р и з вели- 
чины постоянный^ будемъ им^ть: 



^^\ 
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II. Раземотринъ теперь нисходящее двиокенге аэростата. 

Пусть М масса аеростата въ тотъ монентъ, когда онъ, достиг- 
нувъ высоты, дм которой X = /|, начинаетъ опускаться; при этомъ 
функцш отъ Ху выражаюпця подъемную силу и коеффищентъ сопро- 
тивлешя, вообще говоря, изм'Ьняютъ свой видъ, — обовначимъ ихъ 
чрезъ Ре К. 

Уравнеше движен1я будетъ 

Ж% = Р-Мв^К71^ ....(4) 

гд4 

Р—Мв<0. 

Обозначикъ черезъ х одно какое-либо изъ значешй интеграла 
и пусть при поетоянноиъ значеши (л 



/(Р— ц<?)е •* ^ж = Ф (ц, ж), 

тогда, интегрируя ур. (4), получаеиъ для опред^Ьлешя скорости 
уравнеше: 

X 

-^ Ме" '^.х^=Ф (Ж; х)—Ф (Ж, Л) (5) 

Пусть при х=х^^ гд'Ь ^^%, выбрасывается баиастъ, масса 
котораго есть щ^ съ относительною скоростью а^ (0^1^0)9 направ- 
ленною внизъ. 

Въ положеши х=Ху^ производная ^ им^Ьетъ отрицательное зна- 

чеше, которое мы обозначимъ чрезъ х\; — оно получается изъ ур. (5), 
полагая х = Ху 

Для опредЪлешя скорости а^ аеростата поел! выбрасывашя 
массы щ им'Ьемъ уравнеше: 

Мс 1= (ЛГ— щ) а^-^щ {х 1 — а^), 
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откуда 



л • '"1 * - 



когда а^ не равно нулю, по абсолютной величин^Ь (а^)<(гс\). 

Бели а1>0, то аероетатъ снова начинаетъ подниматься, и для 
онред^Ьлешя движешя мы должны пользоваться формулами, которня 

выведены для восходящаго движен1я. 

« • 

Если а^=0, аероетатъ поднимается, когда Р — {М—'Щ)О>0 
при х=:х^] въ противномъ случа^ опускается. 

Еелиа1<0, аероетатъ опускается, но если Р — (М'-щ)О>0 
при х = х^, то величина скорости реньшаетея, и, если она обра- 
тится въ нуль раньше, ч4мъ разность Р— (Л/ — щ) (?, то аероетатъ 
начнетъ затФмъ подниматься. 

Предполагая, что аероетатъ опускается, мы имЪемъ уравнеше 
движетя: 

скорость определяется изъ уравнен1я: 



>«1 



-5- {М-т^) (е м-^1 .х^ — е м^щ . а^^)= 
= Ф{М—щ^ х) — Ф {М—щ^ х^), 

ТА^ х^ есть значеше х при х = Ху 

Если при о; = 0^, выбрасывается масса т^ съ относительною ско- 
ростью о,, направленною внизъ, то мы, подставивши въ предыдущее 
уравнеше х=:х^, найдемъ соответствующее значенхе х' = х\, а 
зат^мъ определимъ скорость аеростата после выбрасывашя: 

Имея выражен1е для х въ функщи отъ х, мы можемъ для каж- 
дой части движешя выразить х въ функщи огь { чрезъ квадратуру. 
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§ 4. Непрерывное измЪнеже массы т%ла. 

Обратимся къ тому случаю, когда промежутки, разд'Ьляющ1е мо- 
менты изм'Ьнетя массы и соотвФтствуюпця имъ полохительныя или 
отрицательныя приращен1я массы настолько малы, что изм'Ьнеше массы 
т'Ьла представляется намъ, какъ процессъ, непрерывно совершаю- 
Щ1ЙСЯ съ течешемъ времени; мы говоримъ, что въ этомъ случа'Ь масса 
тгьла шмгшяется непрерывтю. 

Разсматривая движен1е твердаго тЪла при непрерывномъ изм'Ь- 
нешй массы, мы предполагаемъ: 

1) форма и объемъ т1^в, изменяются непрерывно, следовательно, 
непрерывно изменяются: положен1е центра инерц1и, моменты и про- 
изведешя инерщи т^ла; 

2) скорости изменяющихъ точекъ или остаются постоянными или 
непрерывно изменяются съ течешемъ времени; 

3) проекщи главнаго вектора и главнаго момента силъ, на тФло 
действующихъ, во все время, пока движете тела разематривается, 
выражаются однеми и теми же фуншцями времени, положешя тела, 
его поступательной и угловой скорости; такъ, напримеръ, если къ 
телу, подверженному действш силы тяжести, присоединяются до не- 
котораго момента 1^ тяжелый частицы, на которыя действ^тъ силы 
магнитный, а после момента (^ частицы, подверженный действш 
только силы тяжести, тогда разсмотреше движешя тела мы разде- 
ляемъ на две части: до момента 1^ и после момента (^ 

Скорости изменяюпцкхъ точекъ, вообще говоря, отличаются по 
величине и направлешю отъ скоростей техъ точекъ, неизменно свя- 
занныхъ съ теломъ, съ которыми оне въ моментъ своего присоедине- 
шя къ телу или отделенк отъ него совпадаютъ; поэтому въ общемъ 
случае при изменевш массы тело испытываетъ удары со стороны 
изменяющихъ точекъ; если масса изменяется* непрерывно, то действ1е 
такихъ ударовъ на тело можетъ быть заменено некоторой системой 
непрерывно действующихъ силъ, приложенныхъ къ телу; эти силы 
($удемъ называть „прибавочными силами'^. 
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§ 5. Уравнежя движешя твердаго тЪла переменной массы при 

отсутствт ударовъ. 

Раземотримъ случай, когда из]гЬняющ1я точки въ моментъ прЕ- 
С06ДИН6ШЯ къ т'Ьлу или отд'Ьленк отъ него им'Ьютъ т^ же скорости:, 
который он*]^ им'Ьли бы въ этотъ моментъ, еслибъ принадлежали 
т^лу; — тогда при изм'Ьнеши массы не происходить ударовъ. 

Предполагаемъ, что масса т'Ьла, моменты и произведешя инерцш, 
а также относительныя координаты центра инертци по отношешю къ 
осямъ, связаннымъ съ тЪломъ, выражаются н^Ькоторыми функцшш *) 
времени, положешя т^кла, его поступательной и угловой скорости и, 
вообще говоря, длины путей, пройденныхъ некоторыми точками 
г&ла. 

Бъ разсматрьмаемомъ случать дифф^енцгальныя уравиенгя 
деиженгя твердаго ттьла перемттой массы, отнесенния къ 
осямь^ связаннымъ съ тгьломъ и проведеннымъ чрезъ нтьноторую 
точку, во осе время деиженгя принадлежавшую тп^лу, имгьютг 
тотъ же видъ^ что и для ттьла тюсшоянной массы: 



Ж^'^ ^-Ч5?='*Ро-ЗТ,-ь(3«-ьг») %-р^-^1-^±В^^ 



н- ;(«оГ— ГоР)]ч-(5-С7) дт^В {^—г»)и^.Ерд—Ррг-^Ц, 



(I) 



остальныя четыре уравнешя получаются изъ уравнешй написанныхъ 
поередствомъ круговой зам'Ьны буквъ; буквы, входяпця въ эти урав- 
нешя, обозначаютъ: 



*) Эти Функц1и, равно какъ и Функцш, выражаюпця проекхци павнаго 
вектора и главнаго мохента силъ, предполагаются копечнымц и непрерыеными 
во все время, пока движете г^ка разсматривается. 
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Оо Ро То • • • проекщя скорости начала Еоординатъ, 

р ^ г . . . проекщи угловой скорости т'Ьла, 

§ 1) 2[ • . . координаты центра инерцш, 
МАВСВЕР . . . массу, моменты и произведешя инерщи тЪла 

относительно координатныхъ осей, 

В^В^В^. • . проекцш главнаго вектора силъ и реакщй 

связей, 

^^^^^^. . . проекщи главнаго момента силъ и реакщй 

относительно начала координатъ. 

Въ самомъ д-Ьл*, пусть будутъ ^1, Тд, т,, т4 сл^дуюпце 

за начальнымъ моментомъ весьма малые промежутки времени, въ конц'Ь 
которыхъ происходить изм^Ьнеше массы. 

Движете т^а въ течете промежутка т, выражается ур. (I), въ 
которыхъ величины: Ж, ^,Б, С, 2), Д 1", 5, % ^ им4ютъ постоян- 
ный значетя, соотв'Ьтствуюпця начальному моменту; въ концЪ про- 
межутка т^ масса М и, вообще говоря, Лу Д . . . . 2[ получають 
приращетя порядка малости т, , могутъ также измениться главный 
векторъ и главный моментъ силъ и реакщй, но положете тФла, его 
поступательная и угловая скорость остаются при этомъ гЬ самый, 
который слФдують изъ ур. (I) и начальныхъ данныхъ, такъ какъ, по 
предположетю, изм'Ьнете массы въ конц'Ь каждаго промежутка про- 
исходитъ мгновенно и при томъ т^Ьло не испытываетъ ударовъ. 

Положете т^Ьла, его поступательная и угловая скорость въ концЪ 
т^ будутъ начальными для движен1я тЪла въ течете промежутка т,; 
это движете выражается также ур. (I), въ которыхъ величины М, 

А, Б, % им'Ьютъ постоянный значетя, полученный ими въ кош^Ь 

т^ посл'Ь изм^нетя массы и, сл^^довательно, соотв^тствуюпця началу 
т,; въ концЬ промежутка т, изменяются: величины М, А, В,.,. %, 
главный векторъ и главный моментъ силъ и реакщй, но не изменя- 
ются: положете тела, его поступательная и угловая скорость, кото- 
рый и послужатъ начальными данными для движетя тела въ следу- 
юпцй промежутокъ 1^; это движен1е выражается ур. (I), въ которыхъ 
ЛГ, А, Ву....<^ имеютъ постоянный значетя, соответствующ1я на- 
чалу Тз, и т. д. 
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Считал промежутки т^, т,, т,, . . . . безконечно малыми, мы при- 
ходимъ въ заБЛЮчей1Ю, что при непрерывномъ изм'Ьнеши массы, не 
сопровождаемомъ ударами, двихен1е твердаго т'Ьда во все время, пока 
оно разсматривается, выражается одной и той же системой ур. (I), 
въ Еоторыхъ М, Ау Д . . . . ^ обозначаютъ равныя имъ функщи. 



Зам']^тимъ что иредложеше, высказанное въ настоящемъ параграфе, 
изъ того обстоятельства, что обыкновенный дифференщальныя 
уравнешя вообще могутъ быть разсматрива«мы, какъ пре д "Ёльный слу- 
чай уравнен1й разностныхъ;— такой взглядъ мы встр^чаемъвътео- 
р1и дифференщальныхъ уравнешй, наприм^ръ, при доказательств'^ су- 
ществовашя интеграловъ этихъ уравнешй по первому способу Еоши *У 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, напишемъ разностный уравнен1я, соотв'Ьтствую- 
Щ1Я уравнешямъ (I). 

Пусть будутъ: начальный моментъ ^о , посл4дующ1е моменты: 

соотв'Ьтствуюпця этимъ моментамъ значен1я перем'Ьнныхъ величинъ, 
входящнхъ въ ур. (I), обозначимъ т^Ьми же буквами, что и самыя вели- 
чины, только прнставимъ къ нимъ значки: О, 1 , 2, . . . ; получимъ: 

ао,1~*о,о-^-^ («1— «о)— ^0 (^1— ^)=[^о Ро,о— гоТо,о-*- 

-^ (9%-ь Л) ёо — 1>о <го Чо — Ро ^0 ^0 -^- ^^е,о] (^— 'о), 



-Мо [11о (Т0,1 — То,о) — ^ (Ро,1 — Ро,о)] "*- Л (1^1 " 2>о) 

—-Во(г^— Го)— 2^0(31— го)=|-*'о [^(«0,0 го— Ро,о^?о) 

-ь^ («0,0 »^о— То,о-Ро)] -*- (^?о— Со) до »^о-*-1>о (Л— Л) 
-^ ^о1>о 9о — -^о1^о ^0 -^ -^5,0) (^ — <о)» 



ио 



♦) См., наприм^ръ, Е. Псагй, ТгаНе Й'апа1у8е, I. II, сЬ. XI, «1е8 ёдиаиопа ШЯе- 
геп11е11е8 сотте НтКев (1'а11е виссевахоп ^'ё^иа(^оп8 аих сИбегепсев», р. 291. 



Г^ивл I, § 5. 



31 



««0^~ «0,1-»- ^1 (гз— ?!) —41 («'а— ''1)==[''1 ^.г—ЯхУо,!-*- 



^1 [\ (Ъ^ — Ъ,х) — ^1 (Ро,1 — Ро,1)] -*- ^1 (Р« — 1'1) 

ч- ^,1), ?! — Р1Р1 Гг н- ^5^1 } («, — О, 



.(У 



«о— «О,»-!"^^»- 1 (в — 9'я-1) — Ч,^, (»•— '•п-|) = 

I П — 1 гО,п — 1 ""*" ап — 1 То,П — 1 

-Чй'„_,-*-'^„_,)5„_.-Л_.г«_И„_х-Рп-1''-..?«-1* 



•(1п) 



ТИжк& въ виду уравнешя двихешя твердаго гЬла • постоянной 
массы, мы зам'Ьчабмъ сд'Ьдующее: 

ур. (Тх) опредФлаютъ поступательную и угловую скорость т'Ьла въ 
монентъ <1, причемъ масса т'Ьла равна М^; 
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ур. (1,) опред'Ьлдютъ поступательную и угловую скорость того же 
т&1а въ моненгь 1^^ причемъ масса тЪла равна Мх и, сл^кдо- 
вательно, она претерпела изм'Ьнете въ моиентъ /х; и т. д. 
ур. (1^ опредфляють поступательную и угловую скорость т^Ьла въ 
нонентъ <, приченъ масса тЬла равна М^_^. 
Въ пред'Ьльномъ случа'Ь то двихен1е твердаго гЬла, въ воторомъ 
поступательная и угловая скорость т^ла въ моменты 1^, 1^, . . . . I 
опред-бляется уравнешями (ТО, (1,), .... (I ^, и есть движете, памн 
разсматриваемое, именно движете, сопровождаемое изм'Ьнетемъ массы 
при отсутствш ударовъ; въ пред'Ьльномъ же случа'Ь уравнетя: (Хх), 
(1з) . . . (I ^^ даютъ систему ур. (I); сл-Ьдовательно, ур. (I) и будутъ 
уравнетями движетя твердаго тЬла переменной массы при отсут- 
ствш ударовъ. 



Богда разсматриваемое тФло имееть поступательное движенхе, 
ур. (I) даютъ следующ1я уравнен1я движетя, отнесенныя къ непо- 
движнымъ координатнымъ осямъ: 






(в) 



где от, у у г координаты одной изъ точекъ, который во все время 
движетя прннадлежатъ телу, а X, 7*, ^ проекц1и равнодействую- 
щей силъ и реакщй, къ телу приложенныхъ. 

Масса тела*можетъ изменяться такимъ образомъ, что г^мтрг 
инерщи будетъ (щранять свое положенге относительно тлла, 
напримеръ, если однородное тело, имеющее форму эллипсоида, сго- 
раетъ, удерживая форму эллипсоида съ первоначальнымъ центромъ. 

Въ этомъ случае при составленш ур. (I) можемъ взять за начало 
координатныхъ осей, связанныхъ съ теломъ, центръ инерщи; тогда 
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7р. (I) значительно упрощаются и три изъ нихъ, содерзшпця проек- 
ц1и гдавнаго вектора силъ и реакщй, будучи отнесены къ неподвих- 
ныиъ Боординатнымъ осяиъ, представляются въ вид^ (6), гдЪ х, у^ г 
Еоординатн центра инерщи, а X, Г", ^ проекщи главнаго вектора 
силъ и реашцй. 

Уравнешя (I) выражаютъ движете твердаго т'Ьла переменной 
массы и тогда, когда изм^неше массы сопровождается ударами^ 
если только главный векторъ и главный моментъ прибавочныхъ силъ 
равны нулю. 

Въ случа'Ь несвободнаго т'Ьла, если это услов1е и не удовлетво- 
рено, но прибавочный силы не вл1яютъ на движен1е т&[а, а только 
на реакщи опоръ, тогда дифференщальныя уравнешя, который полу- 
чаются, по исключеши реакц1й, для опред'Ьлешя движешя твердаго 
т^^а, им^Ьютъ, очевидно, тотъ же видъ, что и въ случа'Ь постоянной 
массы; при этоиъ предполагается, конечно, что уравнешя написаны 
такимъ образомъ, что величины, который становятся перем'Ьнными 
всл'Ьдствхе изм'Ьнешя жщя^ не находятся подъ знакомъ диффе- 
ренщала. 

Если одн'Ь изъ изм'Ёняющихъ частицъ присоединяются къ т^у, 
адруг1я въ тоже время отъ него отд'Ьляются, тогда можетъ случиться, 
что масса т^а остается постоянною, величины же: А^ В у (7, 2>, Е, Р^ 
^уУ1у1 — всЬ или только н'Ькоторыя — непрерывно изм'Ьняются съ 
течешемъ времени; движете т^а въ зтомъ случа'Ь, при вышеуказан- 
ныхъ услов1Яхъ для прибавочныхъ силъ, выражается также ур. (I). 

§ 6. Прим'Ьръ. 

Для илдюстращи разсужден1я, которое привело насъ въ начале предыду- 
щаго параграфа къ ур. (I), иы возьменъ случаИ, когда тяжелое твердое гкю 
врап^ается вокругъ неподвижной горизонтальной оси, проходящей чрезъ центръ 
тяжести т^а, при д1&йств1и груза, прикр-!'>пленнаго къ концу гибкой и нерастя- 
жииой нити, навернутой на иеизи1Ьняеыомъ однородномъ круглоиъ пилиндр*]^, 
ось котораго совпадаетъ съ осью неизм1ьнно связаннаго съ нимъ тЪла. 

Предполагает}, что масса т'кха непрерывно изм-]^няется въ зависимости 
отъ времени по какому угодно закону при томъ лишь условш, что центръ 

3 
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тяжести остается на оси вращешя, а ударовъ или не происходить, иди главный 
моментъ соотв^^тствующихъ имъ прибавочныхъ силъ относительно оси враще- 
Н1Я равенъ нулю; массою нити пренебрегаемъ. 

Моментъ инерщи т^^ла и соединеннаго съ нимъ неизк^няемаго цилиндра 
обозначимъ чрезъ К\ онъ выражается въ настоящемъ случа^^ н'^которой не- 
прерывной функпдей времени, — пусть К =/((), 

Моментъ силы, приложенной къ т^лу, относительно оси вращен1я имйегь 
постоянную величину, которую обозначимъ чрезъ ^, 

Пусть угловая скорость тк1а въ моментъ ^ = ^о Р&'Вна ф о* 
Опред']^ляемъ угловую скорость т^^ла ш въ моментъ ^ = ^\ 
Время отъ ^=^^^ до ^ = ^' разд'1^лимъ на весьма малые промежутки: 

т, Т2 Тз т- о которыхъ говорено выше. 

Въ теченхе какого-либо промежутка т^ движете тйла выражается 
уравнешемъ 

гх^ К{ есть значенхе К для того момента, въ который начинается проме- 
жутокъ т^. 

Будемъ обозначать моментъ 

чрезъ ^/ полагая »=1, 2,. ...п, и угловую скорость т^^а въ этотъ мойентъ 
чрезъ ф'^, 

<=«о ■^о=/(*о)> 9^0 = ф'о; 

уравнен1е движетя за время 

^1 . . . . / (*о) 2^2 = (Г, следовательно, -^ = л^ ) (' "" *о) -*-Ф о? 

въ конц^^ промежутка Т| масса т'к1а изм']&няется, изм^^няется моментъ инер- 
щи ^Г, но угловая скорость при этомъ не м-Ьняется. 



уравненю движенш за время 



т,. . . . /(<!) "5^ = «, сЛдовательно, ^ =^ («-«,) ч- ф ,, 



^ 
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7рявнев1е движен1я за время 



т, . . . . /(У -^р- = д, следовательно, -^ "^у^^ (*— *а) "^ ^ 2- 



Заменяя зд']^сь угловую скорость ф ^ I ея выражешеиъ чрезъ ф'ц ^ 

зат^мъ 9 п— 2 бя выражетемъ чрезъ (^\ з ^ т* Д-) наконецъ ^\ ея выраже- 

Н1еиъ чрезъ ф^ получшгь: 

Увеличивая число п, мы получаемъ въ IIред']^л^& тотъ случай изм'1^нен1я 
массы, который разсматривается, и, сл^^довательно, въ пред'ел^^ 



пред'&лъ же правой части равенства (41) есть 

^0 



поэтому 

«=„'.^ г _ 

Такимъ образомъ для всякаго момента % мы им]^емъ 



(о^ф'о-^]"^ ТТЛ*'*- 






— ф' ^ Г -^ л 



То же самое выражеше для угловой скорости мы получимъ, интегрируя 
уравнете 

отсюда и заключаемъ, что уравнеше 

— уравнеше того же вида, что и въ случа'Ь постоянной массы, — выражаетъ 
разсматривасмое движен1е т^ла, 

8* 
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§ 7. Уравнент прступательнаго движетя твердаго тЪла пере- 
м%нной массы при существованж ударовъ. 

Въ общемъ случа'Ь, Еогда при измЪнеши массы пронсходять удары, 
въ ур. (I) войдутъ еще члены, соотв^Ьтствуюпце прибавочнымъ силанъ. 

Составииъ выражешя этихъ членовъ въ случа'Ь паступателъ- 
паю двгинсенгя свободнаю твердом тгьла^ когда задаваемыя силы, 
кг тгьлу прилооюенныя, приводятся къ одной силть. 

Поступательное движете т^^а вполн'Ь определяется движешекъ 
одной изъ точекъ, принадлежащихъ т^клу во все время движешя^ — 
точки О, координаты которой обозначимъ попрежнему чрезъ х^ у, г. 

Предполагаеиъ, что масса т'Ьла М и проекщи скорости центра 
инерщи изм'Ьняющихъ точекъ не зависятъ отъ скорости тгьла и вы- 
ражаются некоторыми функщями отъ <, X, у у г^ з^ где в длина пути, 
пройденнаго точкою О; при этомъ исключается тотъ случай, когда 
функц1я, выражающая массу гЬла, обращается въ постоянную вели- 
чину вследств1е того, что одне изменяющ1я точки присоединяются 
къ телу, а друг1Я отъ него въ то же время отделяются, и въ резуль- 
тате масса тела остается постоянною. 

Въ какой-либо моментъ I тело получаетъ ускореше: во 1 -хъ — 
отъ действ1я задаваемыхъ силъ, проекц1и равнодействующей которыхъ 
обозначимъ чрезъ X, Г, 2, во 2-хъ — вследствхе ударовъ, сопро- 
вождающихъ изменен1е массы. 

Нужно найти выражешя для проекщй ускорешя, сообщаемаго 
ударами. 

Разделяежъ все время движешя на весьма маше промежутки, 
въ которые происходитъ измененхе массы. 

Пусть т промежутокъ, заключаюпцй въ себе моментъ I, т. масса 
тела въ начале этого промежутка и (л изменяющая масса, т. е. сумма 
массъ изменяющихъ точекъ за время т, величина того же порядка 
малости, что и т; приписываемъ ^1 знакъ -«- или — , смотря по тому, 
увеличивается или уменьшается масса тела въ промежутокъ т. 

Подобно тому, какъ въ теор1и удара, здесь мы предполагаемъ, 
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что изн'Ьнбше маееы за время т совершается въ столь малый яроме- 
жутокъ времени 0^, что мы можемъ пренебрегать членами порядка 
малости 6^ въ суммахъ, содержащихъ члены порядка малости т, а 
также импульсами силъ, приложенныхъ къ т&|у и изм'Ьняющимъ точ- 
камъ, за время 6^. 

Проекцш скорости тЪла въ начале 0^ обозначимъ чрезъ а, Ъ, с^ 
въ конц* в^ — чрезъ х\ у\ г; разности: х — а, у — Ь, / — с вели- 
чины того же порядка малости, что и т. 

Такъ какъ масса тЬла есть функщя только перем'Ьнныхъ: (^ Ху 
у у ^е^, 8у который изм^^няются за время 6^ на величины порядка ма- 
лости 0^, поэтому изменяющую массу (х. мы можемъ считать постоял* 
ною въ течете промежутка 0^. 

Если бы масса тбла зависала отъ его скорости^ тогда прираще- 
Н1е массы за время б^ было бы величиной того же порядка малости, 
что и приращеше скорости за это время, следовательно, порядка 
малости 'Г, а потому мы не могли бы приписывать [х одно и то же 
значеше въ течете всего промежутка 0^. 

Скорости гЬла и центра инерщи изменяющихъ точекъ при (!.> О 
одинаковы въ конце 6^ и различны въ начале 6^ при 11.<0 — 
наоборотъ. 

Пренебрегая величинами порядка малости Ь^ мы можемъ проек- 
цш скорости центра инерщи изменяющихъ точекъ въ начале 6^ при 
11.>Оивъконце 0^ при 11<0 считать равными а, ^,у, — проекщямъ 
скорости центра инерщи изменяющихъ точекъ въ моментъ {, такъ 
какъ эта скорость, по предположетю, не зависитъ отъ скорости тела. 

Въ настоящемъ случае такъ же, какъ въ теорш удара, имеютъ 
место равенства, выражающ1я, что количество движетя центра инер- 
щи системы, состоящей изъ твердаго тела и изменяющихъ точекъ, 
не меняется за время 6^; эти равенства, какъ при 1«.>0, такъ и при 
р.<0, представляются въ виде: 

тй-Ь11.р — (т-Ь1«.)у =0 (7) 

тс -н 1^7 — (ш -н (л) / = О , 
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Отсюда находимъ выражешя для проекщй приращешд своростя 
т'Ьла всл'Ьдетв1е удара, который происходить при из1^кнети массн за 
проиехутокъ я:: 

X — а = —(а — х) 



''-С = ^(У-Л 



Разд'Ьляеиъ эти равенства на т; съ уменьшешеиъ промежутка т 
такииъ образомъ, что моиентъ { изъ него не выходить, т прибли- 
жается кь М^ такь вакь М обозначаетъ жассу т&га вь иоменгь I; 
переходя кь пределу, иы получаекь для проекщй ускорешя, сооб- 
щаемаго т'Ьлу ударами, сопровождающими изм'Ьнеше массы, въ мо- 
менть I сл*дуюпця выражешя: 

гд-Ь -^ обозначаеть полную производную оть М по <, а х\ у\ г — 

да йу сГр 

производный: 5^, 5^, 5^. 

Искомый выражешя проекщй на координатный оси прибавочной 
силы будуть, следовательно: 

Бели скорость центра инерщи изм'Ьняющихь точекъ зависить не 
только оть времени, положешя тФла и длины пути, пройденнаго 
одною изь его точекь, но и огь скорости шлла, тогда приращешя 
проекщй а, ^, у за время 0^ будуть величины того же порядка ма- 
лости, что и приращешя за зто время проекщй скорости тЪла, следо- 
вательно, порядка малости т. 

Т'Ьмъ не мен'Ье и зд'Ьсь мы можемь прим'Ьнить предыдущее раз- 
еуждеше и тогда получимь для проекщй прибавочной силы тЪ же 
выражешя (9). 



— -■ "- -»■---- > 
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Въ сакокъ ?М% полагая, что проекщи скорости центра инерщи 
язмЪняющей массы {л, въ начале 6^ при (!.> О, въ конц-Ь 6^ при 
и.<0, равны а, ^, у, мы пренебрегаемъ теперь величинами порадка 
малости Ту но а, р, у входятъ въ формулы (7) только въ вид'Ь про- 
изведен1й ^а^ [л^, ^у, сл'Ьдовательно, въ этихъ формулахъ не при- 
няты въ разсчетъ только величины порядка малости т^; при д']^ен1и же 
на тт и переход'Ь загЬмъ къ пред'Ьлу члены, соотвФтствующ1е такимъ 
величинамъ, исчезаютъ; сл']^довательно, и въ настоящемъ случа'Ь 
проекщи ускорешЯу которое т'Ьло получаетъ вслФдств1е ударовъ при 
изм^ненш массы, выражаются также формулами (8). 

Такимъ образомъ дифференцгальныя уравиенгя поступашель- 
наго движенья твердаю штьла перемтьнной массы^ если она не 
зависишь оть скорости тгьла, представляются въ видгы 



м^-х^'-§(— 


■х) 


М^ = Т^'-§ф- 


■у) 


^г-^-^(т- 


■г') 



(10) 



Въ этихъ уравнен1яхъ, вообще говоря, Ж* есть н^Ькоторая функ- 
Ц1Я отъ ^, х^у^ г, 8^ а а, ^, у • • • • н'Ькоторыя функщи отъ <, х^ у, 
е, 8, х\ у\ &\ X, Ту 2.... проекцш равнодМствующей задаваем 
мыхъ силъ, приложенныхъ къ т^у. 

Если перем'Ьнная 5 входитъ въ ур. (10), тогда къ нимъ присоеди- 
няется еще уравнен1е: 



( 



I)' = ;.■< -ь у- -4- Л 



Уравнешя (10) выражаюгь поступательное движен1е твердаго 
тЬла перем'Ьнной массы и въ тоиъ случа'Ь, когда во время движешя 
существуютъ таше моменты, въ которые производная -^ обращается 
въ нуль или скорости т']^ла и центра инерщи изм']^н]1ющихъ точекъ 
становятся одинаковыми по величин^^ и направленш; въ эти моменты 
прибавочная сила равна нулю. 
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Если во все время двикен1я т'Ьла скорость центра инерщи жзм'Ь- 
няющихъ точекъ одинакова по величин1} и направленш со скоростью 
т'Ьла, тогда прибавочная сила остается равною нулю, и ур. (10) прж- 
нинаютъ видъ ур. (6). 

Сл'Ьдуетъ зан'Ьтить, что при существованш ударовъ, сопровож- 
дающихъ изи'Ьнен1е насш, твердое гЬло южетъ двигаться поступа- 
тельно и тогда, когда задаваемый силы, къ нему прилохенння, не 
приводятся къ одной силФ; но въ этомъ случа'Ь предндупря разсуж* 
ден1я уже не имФютъ мЬста. 



§ 8. Примеры. 

I. Для того, чтобы уб'Ьдиться непосредственно на прим^Ьр'Ь, что 
дифференщальныя уравнен1я (10) дМствительно вырахаютъ посту- 
пательное движен1е твердаго тЬла переменной массы, когда силы за- 
даваемый приводятся къ одной сил'Ь, мы разсмотримъ сл^дующИ 
случай движешя. 

Тяжелое твердое ттьло, имгьющее форму прямою цилиндра 
съ вертикстьными производящимщ брошено вертикально вверху 
со скоростью а; плотность тп»ла при 9томг предполагается 
одинаковою во ваысъ точкахг одною и тою оюе юризонтальнаю 
сгьченгя; во время двиоюенгя отъ тп>ла со стороны верхняю осно^ 
вангя отделяются частицы сь постоянною абсолютною ско- 
ростью а^а, направленною по вертикали вверхъ, такимъ обра- 
зомъу что масса ттьла убываетъ пропорцюнально времени, а 
верхнее основанге остается параллельнымъ ниокнему. 

Въ этомъ елуча*! т^о движется, очевидно, поступательно. 

Пусть масса т^а М въ начальный моментъ <=0 равна т и за- 
т-бмъ уменьшается въ каждую единицу времени на величину те, 
такъ что ЛГ = т (1 — в<), гд* •>0. 

Разсматриваемъ движете отъ ^ = до какого либо момента 

< = Г, удовлетворяющаго условш Т< — • 
Ось Ох направимъ по вертикали внизъ. 
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Найдемъ СЕороеть т'Ьла въ какой-либо ноиентъ ^'^Т двумя спо- 
собаки: одинъ разъ, не пользуясь ур. (10), другой разъ, интегрируя 
эти уравнешя. 

1'й способъ. Разд&шжъ время отъ < = О ]^о {=!{' на п рав- 
ннхъ проиежутковъ я:. 

Пусть въ конц'Ь каждаго промежутка т о'к'ъ т&[а со стороны 
верхняго основашя отрывается вверхъ со скоростью а слой съ парал- 
лельными основан1ями, масса котораго равна кШу гдф А; = ет есть 
положительная правильная дробь, — этотъ процессъ при уменьшенш 
промежутка т въ пред'Ьл'Ь дастъ намъ изм'Ьнеше массы въ разсматри- 
ваемомъ случа'Ь. 

Будемъ посл^Ьдовательно опред'Ьлять скорость тЪла въ моменты: 

т, 2 т, о т, • • . • л т =^ { • 

Обозначимъ скорость т'Ьла, взятую со знакомъ н- или — , 
смотря по тому, направлена ли она внизъ или вверхъ, въ кон1^ про- 
иежутковъ: перваго, второго, третьяго, . . . . п - аго чрезъ 

х\^ х\^х\у . . . . х\ до изм'Ьнетя массы 
и чрезъ а^, а,, а,, .... а^ поаФ измФнешя массы. 

Въ течен1е промежутка отъ < = О до * = т скорость т4ла опре- 
деляется уравнешемъ: 

Ш=9^ — ^^ 
где а>0, следовательно, 

х\ = д^ — а. 

Затемъ происходитъ неупрупй ударъ, после котораго масса тела 
равна т — кш^ а скорость 

^1 — м^кт Г^ПЕ • 
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< 

Въ течете промежутка отъ < = 'с до <а=:2'с скорость тЪла 
опред1ш1ется уравнен!екь: 

следовательно, 

^ (2-Д;)^т -ьЬ-а 

. „ _ (2 — ^рт-ь2Ь--а 
^а — 1=21 

Отъ < = 2 т ДО < = 3 т: 

5^=^^-ьС7,,гд4С, = о,-2я = -^^3^321 — 

^ (3 — 8 Ь) ут -4- 2 Х:а — а 

^8 1 — 2 Л 



(3— 8Х;)уг-4-8А:а — а 

^8— 1 — ЗЛ 



ДалЪе 



^*~ 1 — ЗЛ 



^п 1 — (п— 1)Л 

Г 1|(и — 1)--1 . . 

Принимая во внииаше^ что & = ет и пт = {\ находиъ: 

п 1 — 1<'-^ет 

[1 — -|-<'н-~ т I у*' -ь ае«' — а 
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Уменыпаемъ промежутки т, увеличивая число ихъ п; въ пред&[ф 
получаеиъ: 

пред. < = пред. а^ = ^ ^31? ^• 

Такииъ образоиъ скорость т^ла, движете котораго мы разснатри- 
ваеиъ, во всяк1й иоментъ < выражается формулой: 



(|Н«-_» 



»'=»<- '' . '■ (11) 



^-й способъ. Ур. (10) въ разсматриваемомъ случа^Ь приводятся 
въ одному уравненш, которое, по разд'Ьлен1и па массу гЬла, пред- 
ставляется въ вид^^: 






= 9-^ Г:Ь(*-*-^') (12) 



Интегрируемъ это уравнен1е, принимая во вниманхе, что при 

/ = О х = — а; мы получимъ для ^^ выражен1е (1 1). 

Такъ'вакъ поступательный движен1я, им^Ьюпця въ каждый мо- 
ментъ одну и туже скорость, тождественны, поэтому мы заключаемъ, 
чтоур. (12)дМствительновыражаетъра8Сматриваемое двиакеше т^ла. 

Изменяя знакъ е, мы получимъ случай, когда масса возрастаетъ 
пропорщонаяьно времени, наприм'Ьръ, всл'Ьдств1е того, что къ нижнему 
основанш пристаютъ частицы съ постоянною абсолютною скоростью а. 

Вообще, каковы бы ни были положительный или отрицательный зна- 
чешд величинъ е, а, а, скорость разсматриваемаго гЬла, какъ нетрудно 
вид'Ьть, опред'Ьляется по формуле (11), и, следовательно, движете 
т'Ьла д'Ьйствительно выражается дифферешральнымъ уравнен1емъ(12). 

II. Возьмемъ еще примерь, чтобъ уб'Ьдитьсл въ томъ, что диффе- 
ренщальныяуравнетя(10) выражаютъ поступательное движете твер- 
даго т^ла перем<6нной массы при дМств1и задаваемыгь силъ, им'Ью- 
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щихъ равнодМетвующую, и тогда, когда СЕороеть центра инерщи 
изн'Ьняющихъ частицъ завиеитъ отъ скорости гЬла. 

Воспользуемся для 8то]:о случаенъ, который составляетъ пред- 
хетъ предыдущаго параграфа, и изж'ЬшиЕЪ въ неиъ только два усло- 
ъи1у именно: пусть теперь начальнсиг скорость тгьла равна нулю, 
Цу кромть того, пусть измтняющчя частицы отрываются отъ 
тгьла со стороны верхняго его основангя по вертикальному на- 
правленгю вверхь не съ постоянною скоростью^ а со скоростью 
(абсолютною) равною по ееличинп» скорости тгьла. 

1-й способъ — опред'Ьляемъ скорость тФла въ какой-либо мо* 

ментъ I' (0<*'<7-)> подобно предыдущему, не пользуясь ур. (10). 
Промегутокъ отъ: 

< = до « = т .... 5?=^'» 



х\ = д^ 






<:=т ДО < = 2'г . . . . ^;=^< -*-(/„ гд* С-^-вва^ — д^ 



/ 2 



"• —^ • (1_*)(1_2*) 



<=2т до <=3т. . .^=^«-ь С^гд* С7,= а, — 2д^ 



^г — У^ (1-Л){1-2*) 

_ (1^А;) (1 — 21^)4-2 

% —9^ ' (1-2Л)(1 — 8Л) 
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Ал 

<=:3т ДО /=4т . . .щ=дЬ-*-С^, гд4 (7,= а,— 3<г 

/ _ (1-2Ц (1-8Ь) -*■ (\-к) (1-2Л!)-н2 

•*'4 У^ (1— 2*)(1 — 8*) 

О/ А = «г ^ • г 

* * 1—4 к 



<= [1-(п-2)>Г[1-(п-1)ц {[^-(>>-2)*3 [1-(п-1)Л] 

-+■[1— (п— 3)Л] [1_(п— 2)й]-н[1— (п— 4)*] [1— (п-З)Л] 

-♦-....-ь(1— А)(1— 2Л)-ь2} 

Я Л 1 — И* 



/ 



Произведя сунмироваше въ внражен1иа;^, зан^Ьняеиъ 1с чрезъ е^ 
и затФнъ пт чрезъ ^'^ -г находииъ: 

-н б<' (1 — е<') («'—2 т) -4- у е« «'(<'— '^) (^'— 2 т) -ь 2 г}. 
Въ предЪл'Ь, при уиеньшеши т и увеличеши числа п, им'Ьеиъ: 
пред. < = пред. а„ = ^у:^, ( 1 — е*' -н.-1 ^' ''*)' 

Такимъ образомъ скорость т^а въ разсматриваеиомъ случае во 
ВСЯК1Й иоментъ иО<<<-|-] выражается формулой: 

х'=^^1-^-^^г^^) (13) 

2'й способъ. Ур. (10) приводятся въ настоящеиъ случа'Ь къ 
одному уравнетю, которое, по разд&кеши на массу т'Ьла, представ- 
ляется въ вид'Ь: 

.&'=9-га«' (1*) 
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Интегрируя ур. (14) и принимая во внинан1е, что.въ иачальннй 
иоиенгь скорость т'Ьла равна нулю, находикъ: 

^'=й[(1^-(1-^)]. 
сл'Ьдовательно, то же самое внражеше, которое даетъ и формула (13). 

III, Ур. (6) поступательнаго движетя твердаго т'Ьла им^ютъ 
м'Ьсто для поступательнаго движешя и т'1ла не твердаго; ват'Ьмъ 
законъ сохранешд движешя центра инерщи при ДМСТВ1И внутрен- 
нихъ силЪу которымъ мы пользовались для получешя внражен1й (9), 
также существуеть и въ случа'6 т±лъ не тверднхъ; поэтому мы но- 
жемъ прим'Ьнить ур. (10) къ движешю какою уюдно ттьла переи'Ьн- 
ной массы, если только всЬ точки этого т^ла въ разсматриваежомъ 
движен1и им'Ьютъ въ каждый моментъ скорости, одинаковыя по вели- 
чин'Ь и направлешю. 

Прим-Ьнимь ур. (10) къ р-Ьшенш двухъ задачъ А. Сау1еу, ко- 
торый приведены въ „очерк'6 литературы' на стр. 10 и 12. 

Первая задача. Ось Ое направляемъ по вертикали внизъ, плос- 
кость стола принимаемъ за плоскость ху. 

Такъ какъ скорости изм^Ьняющихъ точекъ равны нулю, то 
ур. ( 1 0) даютъ намъ уравнете движешя въ вид'Ь: 

По услов1ю задачи, принимая за единицу массы массу единица 
длины цЪпи, им1^емъ 

гдЪ 8 длина св'Ьсившейся части ц^^пи; полагая 
получаемъ ур. (1) А. Сау1еу: 



д^8 /с[з\* 
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Вторая задача. Движеше цронсходитъ по направдешю оси Ох, 
еилъ не приложено, скорости иви^Ьняющихъ точевъ равны нулю, по- 
этому изъ ур. (10) получаемъ уравнеше движен1я въ вид'Ь: 

По условш задачи масса движущагося т^^а 

Ж=ЛГ^ч- ш (а -♦- х\ 

если чрезъ М^ обозначимъ ту массу, прикрепленную къ концу ц'Ьпи, 
которая у А. Сау1еу обозначена чрезъ М; поэтому уравнеше дви- 
жешя будетъ: 

[М,^п,{а^х)]'^, = -т{^)' 
— ур. (2) А.,Сау1еу. 



Зам^тимъ, что прибавочная сила, проекщи которой входятъ въ 
ур. (10), им'бетъ такое же направлеше, какъ относительная ско- 
рость по отношешю къ т'Ьлу центра инерщи изм'Ьняюпщхъ точекъ, 
а по величине равна произведешю этой относительной скорости 
на полную производную отъ массы гЬла по времени. 

Это обстоятельство можетъ иногда упростить задачу, ибо воз- 
можны так1е случаи изм-Ьнеши массы, въ которыхъ мы можемъ счи- 
тать задачкою не абсолютную, а именно относительную скорость 
центра инерщи изм'Ьняющихъ точекъ; наприм'бръ, масса т^а можетъ 
уменьшаться всл'Ьдств1е того, что изм^^няющхя частицы отд&шэтся 
отъ т'Ьла съ одной и той же относительной скоростью, которая мо- 
жетъ имФть постоянный величину и направлепе, или только направ- 
леюе постоянное, а величину, изм^^няющуюся въ зависимости отъ 
времени, отъ длины пройденнаго пути и т. д. 
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§ 0. Уравнен1я движен1я цеитра инерц1и т%ла при существоваши 

ударовъ. 

Разсмотрииъ случай, когда при измтшенги массы тгьла центръ 
инерцги его сохраняешь свое полооюенге относительно тгьла. 

Предполагаемъ, что иасса гЬла М есть н^Ькоторая функщя вре- 
мени, положешя т'Ьла и длины 8 пути, пройденнаго центроиъ инерцш; 
при этомъ а, ^, у, проекщи скорости центра инерщи изиЪняющихъ 
точекъ, могутъ зависать не только отъ времени, положешя т^ла и 
длины пути в, но также отъ поступательной и угловой скорости т'Ьла. 

Т^Ьло предполагается свободнымъ, но данныя силы, къ нему при- 
ложенный, могутъ быть как1я угодно. 

Исключая и зд'Ьсь случай, когда функщя, выражающая массу 
т'Ьла, обращается въ постоянную величину, мы прим'Ьняемъ загЬмъ 
тотъ же способъ, который уже изложенъ для случая поступательнаго 
движешя, и приходимъ къ заключен1Ю, что проекщи ускорен1я, по- 
лучаемаго центромъ инерщи свободнаго твердаго тФла всл%дств1е 
ударовъ, сопровождающихъ изм^^неше массы, выражаются формулами 
(8) въ томъ предположенш, что х\ у\ в обозначают^ теперь проек- 
щи скорости центра инерщи тФла. 

Умножан эти формулы на Ж*, получаемъ выражешя (9) для проек- 
щи главнаго вектора прибавочныхъ силъ; следовательно, въ разсматри- 
ваемомъ случа*]^ дифференцгальныя уравненгя движенья центра 
инерцш тгьла будутъур. (10) у въ которыхъ а?, у, г, х\ у\ / обозна- 
чаютъ координаты и проекщи скорости центра инерщи т'Ьла, а X, Г, ^ 
проекщи главнаго вектора задаваемыхъ силъ, приложенныхъ къ т'Ьлу. 

Если вовсе время движешя а=ж', Р=2^', 7=^', главный век- 
торъ прибавочныхъ силъ равенъ нулю, и дифференщальныя уравненк 
движешя центра инерщи т'Ьла принимаютъ видъ ур. (6). 

§ 10. Задача о движен|и точки переменной маосы. 

Мы можемъ уже теперь вид'бть, что задача о движеши твердаго 
т&ха перем'Ьнной массы приводитъ насъ къ задач'Ь о движеши нате- 
ргалъной точки, масса которой изм'Ьняется во время движешя. 
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Въ еаиомъ а^Л, уравнеюя (6) и ( 1 0), когда они выражаютъ посту- 
пательное дви2ен1е т'Ьла, не зависать отъ формы, объема и плотности 
тФла, сл'Ьдовательно, они сохраняютъ свое значете и въ томъ слу- 
чае, когда масса тЪла будетъ сосредоточена въ одной геометрической 
точк^^; мы получимъ тогда матергальную точку перемтшной массы^ 
а уравнешя (10) или (6) будутъ дифференщальннми уравнешями 
движен1я этой точки, смотря по тому, испнтнваетъ ли она удары 
при изм*Ьнеши массы или жктъ. 

То же значен1е мы иохемъ приписывать уравнен1ямъ (6) и (10) 
и тогда, когда эти уравнен1я суть дифференщальныя уравнешя дви- 
хеши центра инерщи гЬла, — при томъ лишь предположеши, что, 
вром'Ь вторыхъ производныхъ отъ координатъ, они содержать только 
перем'Ьнныя: I, гг, у, я, в, х, у\ г\ ибо въ этомъ сдуча'Ь уравнен1я 
(6) и (10) не зависять отъ формы, объема, плотности и угловой ско- 
рости т^а. 

Такимъ образомъ мы илтемь основанье для того, чтобы за- 
пятым разсмотрпнгемъ движенгя матер1альной точки^ масса 
которой шмпняется во время движен%я. 



УРАВНЕШЯ ДВИЖЕН1Я ТОЧКИ ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ 

И ГЛАВНЫЯ ИХЪ СЛЪДСТВШ. 



§ 1. Из11'киен1е массы тачки. 

Въ предыдущей гдавЪ мы вид'ЬлИу каЕинъ образонъ, разскатрж- 
вая двихеше т^а переменной массы, мы приходимъ въ задач^^ 
о движенги матергамной точки^ масса которой шмпмгется а 
теченгемъ времени. 

Приращеше, которое масса точки получаетъ въ какой-либо но- 
ментЪд можетъ быть или положительнымъ или отрицательнымъ. 

Ту массу, которая присоединяется къ массФ точки въ первомъ 
случа'Ь и отд'Ьляется отъ нея во второмъ, называемъ изменяющею 
массой и разсматриваеиъ, какъ сосредоточенную также въ одной 
точке. 

Изменеше массы точки является такимъ образомъ, вообще го- 
воря, какъ результатъ неупругаго удара, происходящаго при встрече 
двухъ матер1альныхъ точекъ: изменяемой и изменяющей. Скорости 
обеихъ точекъ могутъ быть и равны между собою, тогда при изме- 
нен1и массы удара не происходитъ. 

Пусть въ некоторый моментъ: т и «; масса и скорость разсматри- 
ваемой точки переменной массы; [^ изменяющая масса, взятая со 
знакомъ -н или — , смотря по тому, присоединяется ли она къ массе 
точки или отделяется отъ нея; и скорость изменяющей массы; тогда 
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иасеа точки посл^ изи'Ьнешя будетъ т -«- (л, а скорость ея по вели- 
ЧЕЕк и направлен1ю выражается формулой 

гд^Ь въ чис1ител*Ь ин'Ьбмъ геометрическую сумму или геометрическую 
разность количествъ движешя. 

Движете точки въ послЬдуюлой зат'Ьмъ промежутокъ времени 
опред'Ьляется, какъ движете точки постоянной массы. 

Такимъ образомъ р'Ьшен1е задачи о ДБИжен1и точки, масса кото- 
рой изм'Ьняется чрезъ швгьсшные промеокутки времени ^ приводится 
къ посл*Ьдовательному р^Ьшенш двухъ задачъ, разсматриваемыхъ въ 
динамике точки постоянной массы: 1-я — разсчетъ неупругаго удара 
двухъ точекъ, 2-я — опред^лете движен1я точки. 

Займемся изсл'Ьдован1емъ того случая, когда промежутки, раздЪ- 
ляющ1е моменты изм'Ьнен1я массы и соотв'Ьтствуюпця имъ приращетя 
массы настолько малы, что изм'Ьнете массы точки можемъ раасматри- 
вать, какъ процессъ, непрерывно совергиающгйся съ теченгемь 
времени. 

Допускаемъ при этомъ, что проекщи на координатныя оси ско- 
рости изм-Ьняющей массы, а также масса разсматриваемой точки и 
проекщи равнод'Ьйствующей силъ, къ ней приложенныхъ, могугь быть 
выражены, какъ непрерывный функигщ вообще говоря, времени^ 
положетя и скорости точки и длины пройденнаго ею пути. 



Случай, когда точка и изменяющая масса 
имЪютъ одинаковыя скорости. 

§ 2. Уравнетя движен|я свободной точки. 

Масса точкИу при употребленш декартовыхъ координатъ, выра- 
жается, вообще говоря, въ вид'Ь: 

т = /•(/, X, у, ^, 5, X, у\г), (1) 

4* 
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гд11 8 обшначаетъ длину пути, пройденааго точкой, а х, у\ е про- 
«кдк СЕОрост! ТОЧЕН на Еоордиватныя оси; относвтельно функщи ( 
предлолагаенъ, что во все время, пока движение точки разсматрк- 
вается, фунЕ1ця /" остается непрерывною и не обращается въ нуль. 

Проекщи равводМсгвующеЙ силъ, въ точвЪ приложвнннхъ, но- 
гутъбыть внра&евы, вообще говоря, н'!&которы][и функщахЕ врвхени, 
П01охен1я я скорости точки и, крон'Ь того, параиетровъ: ^■^, р^-) ■ •> 
которые И111ютъ поетояиннл значешя, если иасса точки остается 
постоянною, в изжЪняюгся, если взмЪняется жассз точки; однжмъ шзъ 
та&ихъ параиетровъ хожегь быть, наприи^Ьръ, самая масса точке. 

Пусть X, Т, 2 проевщв на коордннатння оси раввод^Лствующе! 
скгь, прнлохевныхъ къ точк1; тогда 

X, Т, 2= 91> „ > С, ^, У, ', ;р'. »'. «'. Р1,Р„----) (^) 

Параметры р^, р^,. . . . суть, вообще говоря, н^которвя фуя&циг 
переж^нннхъ, заключающихся въ йовмтлФ П): полставивъ эти Фтнк- 
Щ1 вместо ^7^, р,, ... ъ 
равнодиетвующей вида: 

X, Г, 2= 

Функщя ^^1,|,) так 
полагаются конечнши! и 
Т0ЧВ1 разсматрнвается. 

Разсжотрииъ случай 
няющей массы равна с 

Разсугдеше, подоб! 
щей главы, яокаэываеть, 
щемъ случал представ 
«огда масса точки ост 
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Въ самоиъ А^А% разд'Ьдинъ весь пронежутокъ времени, въ 
течен1е котораго движен1е точки разсматривается, на весьма 

маше промежутки : т, , т, , т, , и предподожнмъ, что изм'Ь- 

нен1е массы точки происходить въ коштЬ каждаго изъ этихъ про- 
межутковъ. 

Движете точки въ течете каждаго изъ промежутковъ т^ , т, , 

т, , выражается уравнен]ями вида (4), предполагая, что въ этихъ 

уравнетяхъ X, У, 2 выражены по формуле (2) и притомъ т, а, 
сл'Ьдоватедьно, и параметры |>1, 1'8, • • • • , им'Ъютъ постоянный значе- 
тя, соотв'Ьтствующ1я началу промежутка. 

Въ конц'Ь промежутка, въ тотъ моментъ, когда происходить 
изм'Ьнете массы, положеше и скорость точки не измпняютсЯу 
поэтому уравнетя движен1я точки въ течете двухь сосФднихь про- 
межутковъ т^ и т,.-ы связаны между собою еще тЬмъ обстоятельствомь» 
что значешя координать точки и ихъ первыхъ производныхъ въ концЪ 
промежутка т^, который сл'Ьдуютъ изъ соотв^тствующихъ этому про- 
межутку уравнетй движетя и начальныхъ данныхъ, будуть началь- 
ными данными для уравненШ движетя въ посл'Ьдуюпцй пронежу- 
токъ т^--#-1. 

Считая промежутки т^, т,, Тз'-**- безконечно малыми, мы 
приходимь такимь образомь къ заключен1ю, что движете точки 
при д'Ьйств1и данныхъ силь во все время, пока оно разсматри- 
вается, выражается одной и той же системой дифференщальныхь 
уравнен1й (4), въ которыхъ ш, X, Г, 2 выражены по форму- 
ламь (1) и (3). 

Зам'ЬтимЪ; что мы приходимь также къ этому заключе- 
н1ю, если будемъ разсматривать уравнен1я (4), который можемъ 
написать въ вид-Ь: 



г 






«»-дГ=-^» »»-ЗГ==-*^ *»Л=^' 
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Разд'&шмъ ур. (4) на чяело ш, выражающее пассу точки; 
получимъ: 



гд4 






= х, 



^ тг 

/?*« •*! 






= г. 






(6) 



Мы можекъ разсиатривать Хх , У^ 2^^ какъ проекщи силы, на- 
правлен1е которой то хе, что и направлеше данной силы, прилохеЕ- 
ной къ точк-Ь, а величина равна величин'^ последней, разсчитанной 
на единицу иассы точки. 

Ур. (6) вырахаютъ, что свободная точка перемгьнной массы, 
не испытывающая ударовъ при измгьнепги массы^ движется 
при дтьйствги данной силы такъ же^ какъ движется свободная 
точка постоянной массы, равной единицть, при дтьйствги 
той же силы^ разсчитанной на единицу массы^ и при тпаъ о/се 
начальныхь данныхъ. 

Заи'Ьтимъ, что въ случа'Ь, когда иасса точки зависитъ отъ длины 
пройденнаго пути (з), и сила, къ ней прилохенная, будучи разсчи- 
тана на единицу массы, такхе зависитъ, вообще говорл, отъ з; мы 
им'Ьеиъ, сл'ЬдовательнО; такой случай, который въ динамике точки 
постоянной иассы не встречается, но предыдущее предлохен1е гЬмъ 
не нен'Ье остается справедливыиъ. 

Изъ этого предлохешя сл'Ьдуетъ: 

ваь формулы динамикщ которыя относятся къ движент 
свободной точки постоянной массы^ послчь тою^ какъ мы 
полооюимъ въ нихъ массу точки равною едингщгь и силу при- 
ложечную зампмимъ данною силой^ разсчитанной на едииищ 
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массы у будушъ иммпь мгьсто и для двиоюетя свободной 
ттки перемгьнной лкюсы^ если она не испытываетъ уда- 
ровг при измпнент массы. 

При этомъ, если масса точки зависитъ отъ длины пройдеинаго 
пути (б), то мы разсиатриваемъ в^ какъ н'Ькоторнй параиетръ, опре- 
д4лявмый уравнешемъ (5). 

Приведемъ зд'Ьсь предложешя, отиосяпцяся къ количеству 

движен1я {ту) и живой сил']Ь (у тг;^ ] точки, при изм^Ьнен1я 

иассы которой не происходить ударовъ; величину какъ количе- 
ства движешя, такъ и живой силы будеиъ разсчитывать на еди- 
ницу массы. 

\. Приращеше количества движен1я точки, разсчитаннаго на 
единицу массы, за н'Ькоторый промежутокъ времени геометрически 
равно импульсу силы, разсчитанной на единицу массы, за тотъ же 
промежутокъ времени. 

Моментъ силы, разсчитанной на единицу массы, относительно 
какой-либо оси равенъ производной по времени отъ удвоенной и 
умноженной на единицу массы сектор1альной скорости точки въ плос* 
кости, перпендикулярной къ этой оси, предполагая, что рад1усъ век- 
торъ движущейся точки проводится изъ точки перее'Ьчен1я оси съ 
плоскостью. 

Въ томъ случать, когда моментъ силы, разсчитанной на единицу 
массы, относительно какой-либо оси равенъ нулю, сектор1альная ско- 
рость точки въ плоскости, перпендикулярной къ этой оси, постоянна; 
такимъ образомъ законъ сохранен1я площадей въ движенш 
точки выражается одинаково, будетъ ли масса точки постоянною или 
перем'Ьнною: 

если сила^ пргш>женная къ точкть постоянной или перв- 
мпнной массыу остается въ одной плоскости съ какою-либо 
неподвижною осью^ то секторгальная скорость точки 
въ плоскости^ перпендикулярной къ этой оси, будетъ 
постоянною. 

Отсюда сл^дуетВу что при д'Ьйств1и центральной силы, центръ 
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которой неподвиженъ, точка перек'Ьнной иаесн двЕжетея съ постоян- 
ною сектор1альною скоростью въ плоскости, заключающей въ себ% 
центръ силы и начальную скорость точки. 

2. Приращеше хивой силы точки, разсчитанной на единицу 
массы, за некоторый промежутокъ времени равно рабогЬ приложен- 
ной силы, разсчитанной на единицу массы, въ движеши точки за 
тотъ же промежутокъ времени. 

Если существуетъ функщя П^ ({, х, у, г)^ частныя произ- 
водный которой по координатамъ выражаютъ проевщи на соотв'Ьт- 
ствующ1я координатный оси силы, разсчитанной на единицу массы, 
то такую функщю мы можемъ назвать силовою функцхей для 
этой силы. 

Зам1^тимъ9 что въ случа^^ переменной массы сила, приложенная 
къ точк-Ь, и та же сила, разсчитанная на единицу массы, вообще 
говоря, одновременно силовой функщи не имЪютъ: если для одной 
изъ этихъ силъ существуетъ силовая функщя, то для другой силовая 
функщя существуетъ только тогда, когда масса точки можетъ быть 
выражена н'Ькоторой функщей отъ времени и силовой функцш, соответ- 
ствующей первой силе; напримеръ: въ случае силы тяжести — сило- 
вая функщя для силы, разсчитанной на единицу массы, будетъ 1]у=^дг^ 
если ось Оя направлена по вертикали внизъ, а для силы, приложен- 
ной къ точке, силовая функщя существуетъ только при т =/*(<, ^ег); 
въ случае центральной силы, величина которой выражается по фор- 

мулеЯкоби: -2?(^)9 ^Л^ ^ я ^ полярныя координаты точки, — сила, 

приложенная къ точке, имеетъ силовую функцш при т ="^9 

а для той же силы, разсчитанной на единицу массы, силовой функщи 
не существуетъ. 

Изъ ур. (б) следуетъ: если силовая функщя Т]^ не содержитъ 
времени, то разность между живою силою точки, разсчитанною на 
единицу массы, и соответствующимъ значен1емъ силовой функщи Л^ 
при движен1И точки сохраняетъ постоянную величину. 

Въ томъ случае, когда силовая функщя Х]^ есть функщя, 
не содержащая времени и притомъ однозначная, мы получаемъ 
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законъ еохранен1я живой силы точки, разсчитанной на 
единицу иассн: 

при переходгь точки съ одной поверхности уровня функщи 
Л^ на другую оюивая сила точки^ разсчитанная на единицу 
массы^ получаетъ одно и то же прираи^енге, каковы бы ни 
были положенге и скорость точки при сходть ея съ первой 
поверосности. 

Отсюда сл^дуетъ, какъ частный случай: если точка, совершивъ 
какой-либо путь, возвращается на поверхность уровня функщи 11^, 
заключающую начальное полохеше точки, то скорость ея при вступ- 
леши на эту поверхность им'Ьетъ начальную величину. 



§ 4. Уравнвн1я движен1я несвободной точки. 

Если координаты движущейся точки должны удовлетворять 
уравнеюю 

9(д;,у,^, = (7) 

тогда уравнеше 

Л* ~ 55 Л* "*" ^ л« "*" дж Л» "*" ^(1) ~ "» 

гд'Ь 9(1) обозначаетъ совокупность членовъ, не содержащихъ вторыхъ 
производныхъ отъ координать, представляетъ услов1е, которому 
должно удовлетворять ускореше точки; отсюда сл'Ьдуетъ, что при 
существоваши ур. (7), которое можно разсматривать, какъ уравне- 
Н1Я поверхности^ крои'Ь задаваемыхъ силь^ къ точк'Ь приложена еще 
сила, направленная по нормали къ поверхности, — эту силу назы- 
ваемъ нормальной реакц1ей поверхности. 

Принимая зат^Ьмъ во внимаше то, что уже изложено въ § 2 отно- 
сительно движешя свободной точки переи'Ьнной массы, когда скорость 
изм'Ьняющей массы равна скорости точки, мы приходимъ къ заклю- 
чешю, что въ зтомъ случае уравненгя двиоюетя точки перемпн'- 
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ной массы по дайной поверхности или по данной кривой импоотл 
тотъ же видъ^ что и аъ случать точки постоянной массы: 



?(л?, У, ^, = 



(8) 



? (л:, у, л, <) = О ф (х, у, 0,е) = О 

^Ш —^^^дБ ' дл\ (9) 




Х| Г, 2 обозначаютъ проекщи на координатння оси равнодМетву- 
ющей задаваемыхъ сыъ, придохенныхъ еъ точк'Ь. 

Бсдн масса точки зависитъ отъ длины пройденнаго пути, то при- 
соединяется еще ур. (5) 



{§!=''■• 



у' - А 



§ 5. СлЪдств1Я уравнен1й (8) и (9). 

Уравнешя (8) и (9) показываютъ, что изменяемость массы при 
отсутствги ударовъ не влгяетъ на двиоюенге несвободной точкщ 
если равнодпАствующая задаваемыхъ силъ пропорцгональна масел 
точки; въ этоиъ случа'Ь нормальная реакщя поверхности или криво!, 
разсчитанная на единицу массы точки, им'Ьетъ ту же величину и 
то же направлен1е, которое она им'Ьла бы, еслибъ масса движу- 
щейся точки оставалась постоянною, именно, равною единице. 

Бакъ частный случай, изъ ур. (8) сл^дуетъ, что точка перемен- 
ной массы, движущаяся по неподвижной поверхности, когда задавае- 
мыхъ силъ къ ней не приложено или равнодействующая ихъ равна 
нулю, описываетъ съ постоянною скоростью геодезическую лин1Ю 

и при дтомъ оказываетъ на поверхность давлен1е, равное ^, где 

9 радаусъ кривизны траекторк. 
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Разд'Ьлимъ ур. (8) и (9) на число т, выражающее нассу точки; 
мы получинъ тогда уравнен1я движешя въ вид'Ь: 



(10) 









Х|, Г^, 2^ обозначаютъ проеЕщи на координатння оси равнодМ- 
ствующей задаваемыхъ силъ, разсчитанной на единицу массы. 

Если для силы (Х^, Т^, 2^) существуетъ силовая фунвщя 27^, 
не содержащая времени, тогда изъ ур. (10) и (11) слЬдуетъ, что 
при движеши точки по неподвижной поверхности пли по неподвиж- 
ной кривой разность между живою силою точки, разсчитанною на 
единицу массы, и соотв'Ьтетвующимъ значешемъ силовой функц1И 27, 
сохраняетъ постоянную величину. 

На основаши ур. ( 1 0) и ( 1 1 ) мы можемъ распространить преддоже- 
ше, высказанное въ начал11 страницы 57, на случай несвободной 
точки и такимъ образомъ получаемъ следующее предложеше, которое 
справедливо для точки, какъ свободной, такъ и несвободной: 

есть формулы динамглкиу которыя относятся къ движенгю 
точки постоянной массы^ будутъ имтмпъ мтьсто для точки 
перемгшной массы, не испытывающей ударовъ при изм1Ь' 
нети массы^ послть того, какъ въ этиосъ формулахъ мы по- 
ложгшъ массу точки равною единигт и равнодпЛствующую 
задаваемыхъ силъ равною разсчитанной на единицу массы 
равиодпЛствуюи^ задаваемыхъ силъ, приложенныхъ къ 
точк1ь перемгшной массы. 

При этомъ, если масса точки зависитъ отъ длины пройденнаго 
пути (д), то мы разсматриваемъ з, какъ н'Ькоторый параметръ, опре- 
д^^емый уравнешемъ (5). 

Укажемъ некоторый сл1^дств1я, вытекаюпця изъ только что вы- 
сказаннаго общаго предложешя. 
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1. Если положеше точки определяется системою Еакихъ-либо 
независиннгь координатннхъ параиетровъ $, уравнешя движен1я 
представляются въ видЪ: 



4 / дю\ д9 г\ 



(12) 



гд4 



2'=^.е = Х.|-нГ,^-*.2^|; 



скорость точки ю^ а также ^, предполагаются здфсь выраженными 
чрезъ перем'Ьнныя д, ихъ первыя производныя по времени и 1. 

Въ случа'Ь, когда масса точки зависитъ отъ длины пути в, при- 
соединяемъ уравнеше 

гдЪ знакъ корня опред^Ьляется начальнымъ значешемъ ^. 

При существоваши силовой функщи И^ для равнодМствующеЯ 
задаваемыхъ силъ, разсчитанной на единицу массы, ур. (12) 
будутъ: 



Въ этомъ случа'Ь, вводя вм^кто $ перем^Ьнныя 'р посредствомъ 
уравнешй: 

получимъ каноническ1я уравнешя движешя: 



й^ дЯ йр дЯ 



гд* 



Я=21>в'-|^-г7,. 
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2. Начаю наимньшаго дМстшя представляется въ видЪ: 






27, зд'Ьсь не содержить 1^ интегралъ берется по дуг'Ь кривой иежду 
данными точками Ли В^Ь сохранлетъ постоянное значенхе, именно 

1 о гг 

то, которое им4втъ разность •;2"^ — ^\у когда движущаяся точка 
находится въ точк'Ь А. 

3. Начало Гамильтона при существоваши силовой функцш Т1^ 
выражается уравнетемъ: 

•«2/1 



ь\^[\V^'^V,)а^=^о. 



Олучай, когда точка и изменяющая масса 
имЪютъ различныя скорости. 

Разсмотримъ тепер(> тотъ случай, когда скорость шмтьияюгцей 
массы не равна скорости тоики. 

Скорость и изм'Ьняющей массы можетъ оставаться постоянною по 
величин'Ь и направлешю, но можетъ и изм'Ьняться въ зависимости отъ 
времени, отъ положешя и скорости точки, а также и отъ длины прой- 
деннаго точкою пути; вообще говоря, проекщи скорости изм'Ьняющей 
массы «, р. г выражаются н*ЕОТоры«и фунЕщяи огь перем*нныхъ: 
^, X, у у ^, 8, х\ у\ г\ эти функщи предполагаются конечными и не- 
прерывными во все время, пока движете точки разсматривается. 

Въ моментъ изм'Ьнев1я массы точки въ нш^тоящемъ случае про- 
исходить ударъ, и скорость точки подучаетъ приращбН1е того же по- 
рядка малости, что и соотв'Ьтствуюпцй промежутокъ времени т. 

При непрерывномъ изм1^нен1и массы дМств1е такихъ ударовъ на 
точку можно заменить д'Ьйств1емъ н'Ькоторой непрерывно дМствую- 
щей силы, — назовемъ эту силу прибавочной силой. 

Мы можемъ найти выражешя проекцШ прибавочной силы, если 
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иасса точки не зависиит отъ ея скорости; только этотъ случай мы 
и будекъ разсиатривать въ дальн'Ьйшемъ изложен1и. 

§ б. Уравнен|я движен1я свободной точки. 

Пуеть точка свободна и масса ея выражается формулой 

т = /"(^а;, Уг ^:, в). 

Въ этомъ случа'Ь вполне прим^^нимо то разсуждеше, которое было 
изложено въ § 7, гл. I для случая постунателънаго движетя т'Ьла. 

Обозначая чрезъ Х\ Т\ 71 проекщи на координатный оси при- 
бавочной силы, найдемъ: 



^'=^(т-^') 



(13) 



гд4 



Лт Ьт дт г дм » дт г дт 



Внражен1я (13) показываютъ, что прибавочная сила имгьешъ на- 
правлете геометрической разности скоростей измтьняющей массы 
и движущейся точки, а по величингь равна произведены этой 
разности на полную производную отъ массы точки по времени. 

Присоедиияемъ прибавочную силу къ силамъ задаваемымъ, и 
тогда уравнешя движетя свободной точки, переменная масса кото- 
рой не зависитъ отъ скорости, представляются въ вид!: 

ш'^=Гч^'-^ф-у) \ (14) 

гд^Ь X, у, 2 обозначаютъ проекщи равнодМствующей задава^мыхъ 
силъ, приложенннхъ къ точкФ; если масса точки зависитъ отъ длины 
пройденнаго пути, къ ур. (14) присоединяется ур. (5). 
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§ 7. Уравнен1я движен1я несвободной точки. 

4 

Составимъ уравнешя движен1я точки ванъ по данной поверх- 
ноетИу тавъ и по данной кривой, предполагая, что иасса точки не 
зависитъ отъ ея скорости : 

ш = /• (<, X, у, г, 8). 

При этомъ мы будеиъ употреблять т% же обозначенк, что и въ 
§ 7, гл. I: т какой-либо изъ весьма малыхъ промежутковъ, на кото- 
рые ин дФлииъ все время движешя; (х соответствующая изм'Ьняющая 
масса, взятая со знакомь н- или — ; а, &, с проекщи скорости точки 
до соударешя съ изменяющей массой [х, х\ у\ я — после соударешя; 

9 

Г 

!• Пусть точка движется по данной поверхности: 

9(^,У,^,0 = (7) 

Пренебрегаемъ перемещешемъ точки и поверхности за время 
удара, а также импульсами задаваемнхъ силъ за ато время. 

Полагая, что импульсъ реакщи поверхности за время удара ра- 
венъ^'Аф, где 



мы ин'Ёекь вакъ при (а>0, такъ н при (а<0: 

т {х'—а) = {Л (о — ж') -н ^^ 
т (у'— г») = 1». ф —у) -*- 3^ 



(15) 



Величина ^ определяется изъ того услов1Я, что скорость точки 
въ конце удара удовлетворяетъ уравненш : 

дф ^ дф / дф # д(р_ л 



дх ду ^ дв дг 



5 
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Подетавимъ въ это уравненхе вн'Ьсто х\ у\ г ихъ виражешя изъ 
ур. (15); тогда, принимая во внимаше, что для начала удара 

^ дЬ ^^ 



- 




ваходимъ 






^=1«.Ф 


ГД* 






А 1 /д? 



дуг^^ дм I)' 



Подставивши найденное выражеше ^ въ равенства (15), разд^^- 
лимъ ихъ на т; предполагая зат'&мъ, что промежутокъ т безконечно 
жаль, мы получаеиъ въ пред'Ьл^ сл%дующ1я выражешя для проеБц1й 
прибавочной силы: 

Такииъ образомъ прибавочная сила въ настодщеиъ случа^^ есть 
равнод'Ьйствующая двухъ силъ: одна изъ составляющихъ выражается 
такъ же, канъ прибавочная сила въ случа^к свободной точки; другая 
направлена по нормали еъ поверхности въ сторону противоположную 
той, нуда направлена проенщя на нормаль снорости изм'Ьняющей 
массы, а по величин'Ь равна этой проенщи, умноженной на полную 
производную етъ массы точки по времени. 

Составляющую, направленную по нормали къ поверхности, мы 
можемъ сложить съ той реакщей, которую поверхность оказыва^ть и 
тогда, когда скорость изм'Ьняющей массы равна скорости точки; — 
получимъ силу, проекщи которой на координатный оси могутъ быть 
представлены въ вид*]^: 

^55» ^ду» '^д!- 
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Обозначая чрезъ Ху Г, 2 проекщи равнодМствующей задаваем 
ныхъ силъ, мы получимъ уравнешд движен1я точен по поверхности (7) 
въ вид'Ь: 



т 



(Ра? 



= X 



Я» Л* = -^ 



©'= "' 



Ж 

У* 



^') 



Ф—у) 



/». 



ах 

Х^ 
дм 



2. Пусть точна движется по данной кривой: 

? (а?, у, 1г, О = О 



Ф (^, У, ^,0 = 



(16) 



(17) 



Подобно тоиуу какъ въ предыдущемъ случа'б, обозначая чрезъ 
^^^ и ^^Аф величины импульсовъ реакщй поверхностей (17), 
находимъ: 



т {х — л) = [1. (а — х) 



* дф 
•^ дх 



•/1 да? 



} (18) 



Величины ^ и У, опред'Ьляются изъ того условхя, что скорость 
точки (с;) въ иачал^Ь и въ конц'Ь удара удовлетворяетъ уравнен1яиъ: 

V. Д^. Со8 (V, п^) -♦- -^ = о 
V. Дф. Со8 (г;, Па) -ь- ^ = О, 

гд'Ь п^ и Пз — направлен1я положительныхъ нормалей къ поверхностяиъ 
(17); получимъ 



3 = 1*.Ф, Л = [аТ, 



5* 
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гд% чрезъ Ф и Т обозначены для краткости нЪкоторня извАстння 
функщи отъ 1у X, у, ^, а, р, у. 

Подставивши эти внражешя ] и ^\ въ равенства (18), д4линъ 
ихъ на т и зат4иъ, дереходя къ пред*лу, находииъ внражешя проек- 
щй прибавочной силы: 

Щ ^ ' й% дх Лг дх 



Посл*дшв Д1)а члена зтихъ фориулъ представляютъ проекщи 
двухъ составляющихъ прибавочной силы, ваправленннгь по норна- 
лямъ къ поверхноетяиъ (17); предполагая, что эти еоставляюнця сло- 
жены съ соотв'Ьтотвуюпщии реакщяни поверхностей, который поверх- 
ности оказывацтъ на точку и тогда, когда скорость изи'Ьняющей 
массы равна скорости точки, мы получииъ уравнен1я движешя точки 
по кривой (17) въ видФ: 



т ^ = А ч- ^ Ы-х') ч. Х^? ч- V I 



|? = Хч-^(а-х')ч.ХЙ 




(19) 



§ 8. СлЪдстшя уравненМ (14), (16) и (19). 

Изъ ур. (14), (16) и (19) мы видимъ: уравнешя движешя какъ 
свободной, такъ и несвободной точки переменной массы, когда масса 
не зависитъ отъ скорости, представляются въ декартовыхъ коорди- 
натахъ въ томъ же вид^к, что и въ случа'Ь точки постоянной массы, 
если только къ задаваемымъ силамъ присоединить силу, им^кющую 
направлен1е геометрической разности скоростей изменяющей массы и 
точки, а по величине равную этой разности, умноженной на полную 
производную отъ массы точки по времени. 

Мы можемъ теперь па основанш полученныхъ уравнешй движе- 
Н1Я высказать следующее предложен1е: 

есть формулы динамики, котарыя относятся кг движенгю 
какъ свободной, такъ и несвободной точки постоянной 
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массы, будутв гшпть мгьсто для точки перемтьнной массыу 
не зависящей отг скоростщ послгь тою, какъ еъ $тихв 
формулахъ мы полаонммъ массу точки равною единица и 
равнодействующую задаваемихъ сим равною разсчитан- 
ной на единицу массы равнодпЛстеуюи^ сим задавав-^ 
мыхбу прилооюенныоп къ точкгь перемтьнной массы, и силы 
прибавочной. 

Общему уравнешю динамики точки постоянной массы, которое 
внрахаетъ начаю Даламбера въ связи съ началомъ возмомшнгь 
перем^Ьщешйу въ настоящемъ случа^к соотв'Ьтствуетъ уравнеюе: 

Ур. (14), (16) и (19) могутъ быть написаны въ видФ: 

«1^ = ^-5(»-^') 



«•Й=^-5ф 




(20) 



гд1^ 3&, у, % обозначаютъ: 

если точка свободна, то проекцш равнод^Ьйствующей силъ зада- 
ваемыхъ — 

если же точка несвободна, то проекцш равнодействующей силъ зада- 
ваемыхъ и реакщй: 

бВ = Х-нХЁ, , 



Ьх 

когда точка находится на данной поверхности; 



когда точка находится на данной кривой. 
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Мн разоютршъ ур. (20) прн раипннхъ предпоюжеоять 
«тноеительно скорости изменяющей нассн. 

§ 9. Скорость изменяющей наосы равна нулю. 

Разсмотрпъ прежде всего тотъ случай, когда скорость изменяю- 
щей массы равна нулю: 

а = р = у = 0. 

Уравнешя движешя точки въ этомъ случае могутъ быть напи- 
таны въ вид^к: 



^^^ — а? 
л — 

-"5Г= ^ 



(21) 



Ур. (21) такъ же, какъ и уравнешя движешя точки постоянной 
массы, выражаютъ, что скорость точки, вычерчивающей тодографъ 
количества движен1я точки перем'Ьнной массы, им^етъ ту же вели- 
чину и то же направлеше, что и равнодМствующая приложенннхъ 
^ъ точкЪ силъ. 

ЗагЪиъ изъ ур. (21) сл1^дуетъ, что приращеше количества 
движешя точки за н^^который пронежутокъ времени равно по веп- 
.чинФ и направлешю импульсу равнодМствующей силъ, приложенныхъ 
въ точке, за тотъ же пронежутокъ времени. 

Законъ площадей въ настоящемъ случае представляется въ 
томъ же виде, какъ и для точки постоянной иассы: 

^1 N Ы—У^)] = ^^— У^ 



Если иоментъ равнодействующей силъ, приложенныхъ къ точке, 



ТлаваП, §9. 71 

относительно какой либо оси, наприи^ръ, относительно оси Оа^ ра- 
венъ нулю, то ур. (21) допускаютъ интегралъ площадей 

т {ху — ух) = Сопз!., 



' • 



который внражаетъ, что сектор1альная скорость точки въ плоскости 
ху обратно пропорщональна массЬ точки. 

Пусть задаваеиня силы и иасса точки удовлетворяютъ условш: 

тд^Ь и есть н-Ькоторая функщя отъ координатъ точки; тогда какъ 
для точки свободной, такъ и для точки несвободной, движущейся по 
неподвижной поверхности или по неподвижной кривой, ур. (21) 
допускаютъ интегралъ 

1 (т^)»=17-4.Соп8* (22) 

Въ частноиъ случа'Ь, когда равнодМствующая задаваеиыхъ силъ, 
разсчитанная на единицу массы, ин'Ьетъ потенщалъ 27^ (д?, у, г) и 
притоиъ т=/*(17х), интегралъ (22) представляется въ вид1(: 

Введемъ въ ур. (21) вместо декартовыхъ координатъ как1е либо 
независимый координаты 9; мы получимъ уравнетя движешя въ вид-Ь: 



а 



а -у 



а< ^ д^' 



= <?-ьт«;^ } (23) 



гд4 






Если масса точки выражается н'Ькоторой функщей только отъ 
времени: т = /* (^), тогда, обозначая живую силу точки чрезъ Т, 
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таБъ что Т= -^ т^^ мы мохеиъ написать ур. (23) въ той же формФ, 
кавъ и въ случа'Ь точки постоянной массы: 






(24) 



если при атоиъ для равнод']^йствующей задаваемыхъ силъ, разсчитан- 
ной на единицу массы, существуетъ силовая фуннщя П^ {х^ у^ г^ <), 
то ур. (24) будутъ изопершетрическими для интеграла 



• «л 



Уф.; (24) им'Ьютъ м'Ьвто и тогда, когда т = /*(/, в); въ этомъ 
случа'Ь къ нимъ присоединяется уравнеше 



(1Ыг- 



Зам'Ьтимъ, что при т = /* (/), если равнодМствующ&я задавае- 
мыхъ силъ не зависитъ отъ скорости точки, ур. (21) можно преобра- 
зовать такъ, что они не будутъ содержать первыхъ производныхъ 
отъ координатъ. 

Въ самомъ д'Ьл1^ напишемъ эти уравнен1я въ видЪ: 

'»^= ^^--л* ^ (25) 



н введемъ вн'кто ^ новую перек^Ьнную т, полагая 



• • 



/(О 

тогда 

Лх Лх 1 



Л': = й, •••• (26) 



^Рх й«ж _!_ йж / 

4г^ — (<т* • я ^'' г 



• - 21 • • • 
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подставляя эти внражен1я производныхъ отъ координатъ въур.(25)у 
получицъ . 



« • ч 



^='^^^ (27) 



при этоиъ предполагается, что въ выражешя т, 66, ^^ & ъжЬсто Ь 
введено т съ поиощью ур. (26). 

Ур. (21) иогутъ быть преобразованы такъ, что они получать 
видъ у р. (27), и тогда, когда т = /* (о;, у^ я\ если только равно- 
дМствующая задаваеиыхъ еилъ не зависитъ ни оть времени, ни огь 
скорости точки, и притоиъ въ елуча'Ь несвободной точки уравнеше 
данной поверхности или уравнешя данной кривой не содержать вре- 
мени; перемЪнння т и < связаны въ этомъ случа'Ь уравнешемь 

*'=/-^-' •■■:-.. .(28) 

проинтегрировавши преобразованный уравнешя движешя, мы найдемь 
х^ у, г какъ функщи отъ т, а зат^^мъ съ помощью ур. (28) выра- 
зимъ I чрезь т посредствомъ квадратуры; для опред&сетя траекторл 
точки эта квадратура намъ не нужна. 

Разсмотримь случай, когда равнодействующая задаваеиыхъ силь 
равна нулю: 

Въ этомъ случа'Ь свободная точка, какъ показывають ур. (21), 
движется прямолинейно, причемъ количество движетя точки остается 
постояннымъ. 

Если точка не свободна и находится на неподвижной поверхности 
или на неподвижной кривой, то количество движешя точки также 
сохраняетъ постоянную величину: въ самомъ д&[^Ь, умножая ур 
(21) соотв'бтственно на тх\ т^/, тг и складывая, получимъ 



^^(т«г;«) = 0, 
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следовательно, 

тV =: т^Vо (29) 

Двигаясь по данной неподвижной поверхности, точка описнваетъ 
въ этонъ случа'Ь геодезическую лин1Ю. 
Для доказательства зам^тимъ, что 



а1 



а ( д»\ 



а тогда, въ силу ур. (29), ур. (21) даютъ: 



и, сл'Ьдовательно, главная нормаль траектор1И точки нормальна къ 
поверхности. 

Давлеше точки на поверхность равно п^о^о * —, гдЪ р рад1усъ 
кривизны траектор1И. 



§ 10. Скорость изменяющей наосы направлена по одной пряной 

со скоростью точки. 

Пусть 

1^ — 1— ^ —ь 

у — у' — 7 ~ '^^ 

гд^^ &, вообще говоря, величина перем'Ьнная и притомъ &>0, когда 
с1(орость изм1^няющей массы направлена въ ту аке сторону, что и ско- 
рость точки; въ противномъ случа'Ь А;<0. 
Уравнеюя движешя точки будутъ: 



^Й=^-^ж(*-1)^'1 



(30) 



Зам^Ьтимъ, что въ т^Ьхъ случаяхъ, когда изм^Ьняющая масса 
им'Ьетъ такую ге скорость, ка(1съ и точка, или скорость равную нулю, 
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7равнен1я движешя точки предетавляютъ частный случай ур. (30) 
при А; = 1 шк=0. 

Укажемъ два случая, въ которыхъ эти уравнешя приводятся въ 
уравнешякъ такого хе вида, какъ и ур. (27). 

1. т = /* {I). Если равнодМствующая задаваеинхъ силъ не за- 
виситъ отъ скорости точки и отношеше к или величина постоянная 
или фунвщя вреиенИу полагаеиъ 

гд4 

тогда ур. (30) преобразуются въ уравнешя: 



При постояннонъ значеши к 

2« т = /* (Ху у^ е). Если равнодЫствующая задаваеинхъ силъ 
зависитъ только огь положен1я точки, а отношеше к или величина 
постоянная или фунвщя отъ т, полагаеиъ 

гд4 

тогда ур. (30) представятся также въ вид! : 
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При Лостояннонъ значешЕ к 

Разсиотрямъ случай^ когда равнод'Ьйетвую1цая задаваеныхъ ешгь 
равна нулю: 

Х=Г=^= 0. 

4 

Въ этомъ елуча'Ь движете свободной точби происходить, оче- 
видно, по той пряхой линш, по которой направлена ея начальная 
скорость, и, следовательно, движете определяется однимъ уравне- 
темъ: 

Ур. (31) но2Бемъ написать въ вид^: 

И, следовательно, ин легко найдемъ первый интеграаъ, если к — 1 
выражается произведетеиъ функщи оть т на функцш отъ х; при 
постояннонъ значенш к ихееиъ 



где с постоянная произвольная. 

Если точка находится на неподвижной поверхности или на не- 
подвижной кривой, то, уиножая ур. (30) на х\ у\ е' и складывая, 
приХ=]Г=^=Оиы получииъу по разделенш на ти^^ 

? = (*-!)?. 

какъ и въ случае свободной точки. 

Въ силу этого уравнетя ур. (30) для движетя точки по непо- 
движной поверхности 9 (^1 У» ^) = О даютъ нахъ: 
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Иу сл^^довательно, въ разеиатриваемомъ случае точка опиенваетъ на 
поверхноети геодезическую лин1ю, оказывая на поверхность дав- 

леше, равное ^, гдЪ р рад1усъ кривизны траектор1и. 



§ П. Скорость изменяющей массы направлена въ нормальной 

плоскости траекторЫ точки. 

Въ этохъ случать 

• ож' -♦- Ру -*- у/ = 0. 

Пусть равнодМствующая задаваеиыхъ силъ равна нулю: 

Х=Г=2Г=0; 

тогда изъ ур. (20) слФдуетъ, что при движенш точки свободной, а 
также при движети точки по неподвижной поверхности или по не- 
подвижной кривой, количество движен1я точки сохраняетъ по- 
стоянную величину. 

Если точка движется по неподвижной поверхности и скорость и 
изменяющей массы направлена по нормали къ поверхности, то при 
Х= Т=:2= о точка описываетъ геодезическую лин1Ю. 

Въ самомъ д^Ьл'Ь, уравнешя движешя точки по поверхности при 
Х^Т=2=0 могутъ быть написаны въ вид'Ь: 



ехФдовател^ьно, прн чт = Сопз!. ин^иъ: 



^ 



• <!•« Ат \ ^9 

'^'^Т^— 'Ж^'^^Тл\ (32) 



Пусть 



«^ 5 г 

д9 """" дф """" дф 
дх ду дг 



дф дф дф ' 
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гд'Ь 1у вообще говоря, величина перен'Ьнная и притонъ в>09 когда 
скорость изи'Ьндющей иассн направлена по положительной нориали 
къ поверхности, въ противномъ случа* е<0; тогда ур. (32) будугь: 






сл'Ьдовательно, траектор1я точки есть геодезическая лишд. 

При этомъ для опред&[ен1я давлен1я точки на поверхность 
имФемь: • 

если главная нормаль кривой совпадаетъ съ положительною нормалью 
къ поверхности, и 

ч д_ т»* йш 

если главная нормаль кривой совпадаетъ съ отрицательной нормалью 
къ поверхности; у вторнхъ членовъ беремъ верхше или нижше знаки, 
смотря по тому, направлена ли скорость и по положительной или по 
отрицательной нормали къ поверхности. 

§ 12. За1гкчан1я относительно общаго случая. 

Ур. (20) показываютъ, что общ1й случай приводится къ тому 
случаю, когда скорость изменяющей массы равна нулю, если въ число 
задаваемыхъ силъ включить силу, имеющую направлеше скорости 
изменяющей массы и равную втой скорости, умноженной на полну]р 
производную отъ массы точки по времени. 

Заметимъ, что при т = (Щ^ если равнодействующая задавае- 
мыхъ силъ и скорость изменяющей массы не зависятъ отъ скорости 
точки, мы можемъ освободить ур. (20) отъ первыхъ производныхъ 
отъ координатъ, вводя вместо I переменную т посредствомъ уравнешя: 
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Если еущеетвуетъ силовая фунЕЩЯ и для равнодМствующей 
аадаваемнхъ еилъ и иритомъ скорость изм-Ьняющей массы также 
имФетъ потенщалъ, т. е. 

_дУ о _ дг _ дУ 

гд* V есть я'Ькоторая функц1я отъ х, у, е, <, тогда при т =: /* {I) 
уравнен1я движен1я точки въ независимыхъ координатахъ будуть: 



й_ (дТ\ д{Т-*-ТУ) 



гд* 

Въ сдуча'Ь, когда скорость изм'Ьняющей иассн и]гЬетъ постоян-^ 
ныя величину и направлен1е, уравнешя движешя точки представ- 
ляются въ вид'Ь: 



Если при этомъ точка свободна иХ=Г=^=0, то 

гд'Ь а^, а,, а, постоянныя величины. 

Въ заключев1е еще одно зам-Ьчаше. 

До сихъ поръ мы предполагали, что намъ заданы а, ^, у — проек- 
щи скорости изм']^няющей массы; но, если принять во внимаше, что 
къ задач-Ь о движеши точки перем'Ьнной массы насъ приводить соот- 
в'Ьтствующая задача о движенш т^а, тогда изъ зам'^^чашя въ конц1^ 
§ 8 предыдущей главы видно, что мы можемъ разсматривать и так1е 
случаи, въ которыхъ задана по величиить и направленгю геомет- 
рическая разность между скоростью шмтьняюи^ массы и 
скоростью точки; наприм^ръ, эта геометрическая разность иожетъ 
быть задана, какъ постоянная по величин'Ь и по направленш, или 
постоянная по направленш, а по величин^Ь изменяющаяся въ зави- 
симости отъ времени, отъ длины пройденнаго пути и т. д~ 



ПРЯМОЛИНЕЙНОЕ ДВИЖЕН1Е ТОЧКИ. 



Еакъ примеры прямолинейнаго движен1я точки переменной 
иаеен, ны возьиеиъ прежде всего гк случаи, къ которымъ приходииъ 
при разсмотр^нш вертикальнаго движешя ракеты и аеростата. 

§ 1. Восходящее движен1е ракеты. 

Въ то вреня, какъ ракета летитъ вверхъ, масса ея уменьгиается 
всл'Ьдств1е сгоран1я того горючаго вещества, которымъ она начинена; 
силы, дМствуюпця на ракету, суть: сила тяжести, сопротивдете воз- 
духа, давлеше газовъ, развивающихся при гор'Ьши движущаго со- 
става, и прибавочная сила, если принять во вниман1е, что сгораюпця 
частицы отрываются съ некоторою относительною скоростью. 

При томъ разстояши, на которое ракета обыкновенно удаляется 
отъ поверхности земли, ускорен1е силы тяжести и сопротивленхе воз- 
духа, разсчитанное на единицу площади при скорости, равной еди- 
нице, можемъ считать постоянными; такъ какъ при атомъ горизон- 
тальное сФчеше ракеты не изм'бняется, то сопротивлеше, испытывае- 
мое ракетой и разсчитанное на единицу скорости, также будетъ 
постояннымъ. 

Пусть т обозначаетъ массу ракеты, Е (х) — сопротивлен1е 
воздуха, р — давлеше газовъ ж го — величину относительной ско- 
рости, которую имФютъ сгораюпця частицы въ моментъ ихъ отд^^ешя. 
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Разсиатривая вертиЕальное движете ракеты до т^хъ поръ, пока 
въ ней происходить сгораше, ин приходимъ къ сл^Ьдующей задач'Ь: 

Опредтьлить восходягцее вертикальное движете точки пере- 
мтьннрй массы ш^ на которую^ кромть силы тяоюестщ дгьй- 
ствуетъ сила, вообще говоря^ перемгьнной величины р, направо 
Ленная по вертикали вверхъ^ и сопротивленге среды В(х), 
шмтьняющееся въ зависимости только ошъ скорости точки; при 
этомъ предполагается у что геометрическая разность меоюду 
скоростями измгьняющей массы и точки направлена по верти- 
кали внизъ и равна данной, вообще говоря, перемгьнной вели- 
нингь го. 

Направииъ ось Ох по вертикали вверхъ, тогда уравнеше дви- 
жешя точки будетъ: 

ш^ = -тд^р-'^^го-Е{х') (1) 

Если масса т, давлен1е р и скорость ю выражены, какъ н'Ько- 
торыя функщи времени, то р'Ьшеше задачи, какъ видно изъ ур.(1), 
приводится къ интегрированш дифференщальнаго уравнешя перваго 
порядка относительно х\ 

Это уравнеше будетъ уравнешеиъ Риккати, если сопротивлеше 
воздуха принять пропорщональныиъ квадрату скорости. 

Если же сопротивлен1е воздуха можетъ быть выракено двучле- 
понъ: а -*- Ъх при нФкоторыхъ значешяхъ постоянныхъ ажЪ, тогда 
ур. (1) будетъ линейныиъ уравнешеиъ перваго порядка относи* 
тельно х: 

* 

^ = _о-+.^_1 ^«,_1(а-нЬа;') (2) 

Въ томъ случа'Ь, когда сгоранхе въ ракет-Ь происходить равно- 
и'брно съ течешемъ времени, мы ии'Ьемъ 

т= т^{\ — аЛ), 

гд'Ь а постоянная положительная величина; допуская, что при этомъ 

6 
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давлеше р и СБорость го постоянны, ны подучаенъ Н8Ъ ур. (2) 
следующее внражен1е для скорости точки: 



X 



г рч-Шр ом — а 



Р=^-М^)а-«0н-С7(1-а/Г, 



гд* 

_ ^^ 

И С постояннал произвольная. 
Отсюда находимъ 

тц± В постоянная произвольная. 

§ 2. Вертикальное движен'ю аеростата. 

При движеши аеростата изи']^нете его иассы иожетъ происхо- 
дить всл']^дств1е различныхъ причинъ, таковн, наприифръ: раеходъ 
балласта, истечеше газа, выснхаше илинахокашеоболочкиит.д.; — 
если аеростатъ привязной, то при подъем'Ь масса его возрастаетъ вслАд- 
ств1е того, что увеличивается длина прикр'Ьплениаго къ нему кшата. 

Разсиотримъ вертикальный подъенъ привязною аеростата, 
принимая сопротивлеше воздуха пропорщональннмъ квадрату ско- 
рости; высота подъема предполагается при этомъ такою, при которой 
мы можемъ считать постоянными: в'Ьсъ газа, заключеннаго въ обо- 
лочке, в'Ьсъ вытФсненнаго объема воздуха и сопротивлеше воздуха, 
разсчитанное на единицу скорости. 

Обозначимъ чрезъ т массу аеростата, т. е. массу 'всего снаряже- 
шя, газа и висящей части каната, чрезъ р в^съ вытЬсненнаго объема 
воздуха и чрезъ к сопротивлеше, разсчитанное на единицу скорости; 
пусть ось Ох будетъ направлена по вертикали вверхъ; масса аеростата 
можетъ быть выражена формулой: 

9?г = Шр (1 -«- ах), 

гдЪ а постоянная положительная величина. 



Глава Ш, § 2. 83, 

Предподозошъ, что валъ, на который н&вернутъ кшатъ, вра- 
щается еъ такою угловою екороотью, что развертывающаяся часть 
каната въ каждый моментъ ин^тъ скорость, равную скорости 
аеростата. 

Мы приходннъ тогда къ следующей задач!» о движенш точки: 

Опредпмть восходящее вертикальное двьимсенге тяжелой 
точки въ (^едть^ сопротивленге которой щропорцгоналшо квад- 
рату скорости^ при дтьйствги постоянной силы^ направленной 
по вертикали вверосъ^ предполагая, что масса точки возрастаете 
пропорцгонально высотп^, причемъ излпьненье массы не сопровож- 
дается ударами. 

Уравнеше двихешя точки, по ра8д&[еши на массу, будетъ: 



^х р А; 



^* (3) 



Первый интегралъ этого уравнешя даетъ намъ выражете ско- 
рости точки въ функщи отъ х: 

^'' = Т- ^) (1-ь«а;)^С(1^сигГ (4) 

гд4 

а О постоянная произвольная. 

Полагая, что начальная скорость точки равна нулю, а также и 
х^ = О, получимъ 

х^=^[\--{\-.^Г^]-^^^^^ . . . (4,) 

Изъ ур. (4) или ур. (4^) высота точки х выразится въ функщи 
отъ Ь посредствомъ квадратуры. 



6 ♦ 
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Въ токъ случае, когда при т = т^ (1 -ь оиг) будетъ принято 
во внимаше, что вгьсъ вытгьсненнаю объема воздуха шлтняется 
пропорцгоналыю висотть, такъ что 

Р=Ро(} — N. 

гд'Ь р постоянная положительная величина, — уравнеше движешя 
имФетъ тотъ же видъ, что и ур. (3). 
Въ саиохъ дФл^у въ этомъ щчвА 






сл^Ьдовательно, уравненА движетя будетъ: 

с?<2 ^ лт^ лщ ' 1-#-вис т^(^-%^<^x) ' 

ОНО отличается отъ ур. (3) только т^иъ, что ви^ксто д зд^кеь входитъ 
р _н М и В.4СТ0 ^^: ^5^^. 



Разснотрииъ восходящее движете аеростата въ тоиъ случае, 
когда къ нему прикр'Ьпленъ капать, часть котораго, еще не вытяну- 
тая аеростатомъ, леоюитъ иеподвгинсно на землгь. 

Въ этоиъ случа'Ь скорость изм<Ьняющей массы равна нулю, и, 
ел'Ьдовательно, въ уравнеше движешя войдетъ членъ, соотв'Ьтствую- 
щ1й прибавочной сил^Ь: 



НО 



следовательно^ 



= — Л^» 

9п = то (1 -н сьгс), 
Х' = — т^ од?'*. 



Такимъ образомъ уравненхе движешя, по разд^леши на массу, 
будетъ: 



Л* ^ то(1-«-ах) то(1-1-ад;) 
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Это уравнеше оиичается отъ ур. (3) то1ьео \^мъ^ что вместо 
постоянной величины к теперь входить постоянная же величина 
к -*- т^а; следовательно, и въ разсиатриваеиоиъ случа'Ь при 
р = Сопв*. или, общ4в, при р=:р^{1 — ^х) высота поднятая 
выражается, какъ фунвщя отъ <, посредствоиъ квадратуры. 

Ур. (3|) выражаетъ движете аеростата во все вреия, пока вы- 
сота П0ДНЯТ1Я остается иен'Ье длины каната. 



При разсиотрфнш вертикальнаго движен1я свободнаю аэростата 
сопротивлен1е воздуха обыкновенно приниается пропорщональныиъ 
квадрату скорости, причеиъ коеффищентъ сопротивлешя и в^ 
выт^неннаго объеиа воздуха выражаются н^которыни функщяии 
высоты; если предположииъ, что иасса аеростата при его подъекй 
или опускаши выражается также некоторой функщей высоты, изме- 
няясь, наприиеръ, вследств1е непрерывнаго расходован1я балласта, 
причеиъ аеростатъ не испытываетъ ударовъ, тогда дифференщальное 
уравнен1е движешя въ соответствующе задаче о движеши точки 
будетъ: 

т^ = — тдч-р — кх\ 

где т^ ржк суть некоторый функщи отъ х. 

Это уравнеше будеть линейнымъ уравнешеиъ перваго по- 
рядка относительно х^^ если за независимую переменную взять о?, 
и, сзедовательно, движете точки выражается посредствоиъ квад- 
ратуръ. 

§ 3. Тяжелая точка массы т=:т^ {1ч-аиу при сопротивленж, 

пропорщональномъ квадрату скорости. 

Приведемъ еще примеръ прямолинейнаго движетя, въ которомъ 
масса точки выражается функщей времени, а сопротивлен1е среды 
пропорщонально квадрату скорости, и въ то же время оба интеграла 
выражаются въ конечномъ виде. 
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Такой примерь предбтавляетъ задача о паденш тяжелой 
точки^ масса наторай измпняется съ течетемб времени^ при, 
<тсутств%и удароеь^ по закону: 

т=г|||о (1 -ьвь/)*, 



гдгь а величина постоянная^ — предполагая^ что сопротивленге 
воздуха пропорцгонально квадрату скоростщ а коеффицгентъ 
сопротивленгя соосраняетъ постоянную величину (к* т^). 

Пусть оеь Ох напраиена по вертиЕаян внизъ. 

Уравнеше движенк точен, по равд^ленш на шсеу, представ* 
ляется въ вид^Ь: 



1^ — 9 (1^5? ^ ^^^ 



Положнмъ : 



1 -ь а< = в*^ 
тогда ур. (5) преобразуется въ следующее: 

^ = й» ((3« _ 1% 

гд4 

Интегрируя, находимъ 

2а 



1^0 



Се^вк^х^Х^ 



отсюда получаенъ выражеше для скорости точки : 



X ={1 чг- а() [(?— 2X5 — ттсатгр]» (^) 
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гд4 

к* в 

ДаяьнФвшее Ентегрнрован1в наиъ даетъ: 

гд^Ь I) постоянная произвольная, а Р обозначаетъ функцш, которая 
опред1и[яется уравнешекъ 

■РС) = /.^ 

и, ед1Ьдоватедьно, выражается изв'бстнымъ образонъ въ конечномъ вид'Ь. 



Если разсматрнвается восходящее дтоюенге тяжелой точки 
прлусАовгяхь предыдущей задачи^ тогда уравнете двихешя будетъ: 

'^ = ^-^пЗ^«' (7) 



Преобразуеиъ это уравнеше, полагая: 

1 -ь а/ = е" 

получикъ 
гд* 

Интегрироваше приводить насъ еъ различнниъ внражешяиъ для 
скорости точки, смотря по тону, какое значеше: отрицательное, нуле- 
вое или положительное иж'Ьетъ количество А. 

А < 0. 



X 
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^а = тУА — '^ 6,= ^» С=пост. произ. 

Форула (8) получается изъ формулы (6), заминая А;* чрезъ 
— &'; X выразится затФиъ въ конечнокъ вид^ въ функщи отъ I. 

А = 0. 

отсюда X выражается посредствонъ квадратуры. 
А > 0. 

гд* 

а зат^нъ х выразится такхе посредствоиъ ввадратуры. 



• ♦ • 



Задача, р'Ьшеше которой составдяетъ предиетъ настоящаго пара- 
графа, представляется намъ, когда мы разснатриваенъ вертикальное 
движете однороднаго тяхелаго т'Ьла при оопротивленш среды, про- 
порщональноиъ квадрату скорости, если это т^Ьло ин'Ьетъ, наприм^ръ, 
форму пряного эллиптическаго цилиндра съ вертикальною осью, вы- 
сота котораго изменяется съ течен1еиъ времени по закону: 

/ = г, (1 -н а{)' (9) 

ЗамФтииъ, что дифференщальное уравнеше двихен1я (5) или (7) 
получается и тогда, когда мы разсматриваемъ вертикальное движете 
однороднаго тяжелаго шара, рад1усъ котораго изменяется по фор* 
муле (9), если сопротивлете среды пропорщонально квадрату ско- 
рости и площади большого сеченхя шара. 



МАЛЫЯ КОЛЕБАНЬЯ КРУГОВОГО МАЯТНИКА, 



§ 1. Круговой маятникъ въ средЪ, сопротивлен1е которой про- 

порцюнально скорооти. 

Вел!(дъ за прии'Ьраня прямолшнейнаго движешд точки перем'Ьн- 
ной массы приведеиъ прим'Ьръ двигепд кривоашнейнагОу въ кото- 
ромъ движете выражается также однииъ дифференщадьныиъ уравне- 
Б1е][ъ, Еу следовательно^ точка движется по данной кривой. 

Мы возьнемъ задачу о весьма малыхъ колебангяхъ круювою 
маятника перемтьнной массы въ средтьу сопротивленге которой 
пропоригоиально скорости. 

Пусть будетъ т масса маятника, I — его длина, 6 — уголь, 
отсчитываемый отъ вертикальной линш, направленной внизъ, и к — 
сопротивлеше, которое маятникъ иснытываетъ при скорости равной 
единице. 

Предполагая, что измЪнеше массы не сопровождается ударами, 
мы получимъ уравнеше движешя въ вид'Ь: 

л* ~ I ^ т аг ^^) 

При изм^неши массы отношенхе -^, вообще говоря, изменяется, 

ж мы предположимъ, что это отношен1е выражено, какъ некоторая 
функщя времени. 
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Тогда ур. (1) будетъ линейннмъ дифференщальнниъ уравнешеиъ 
второго порядка; полагая въ ненъ 

Ь=Се , 

гд^Ь с постоянная произвольная, мы получимъ уравнеше перваго 
порядна: 

Ш = —Т—т9 — 9 (2) 

Ур. (2) есть уравнеше Риквати, еаи называть этижъ иненемъ, 
вавъ д^Ьлаютъ некоторые авторы, нанрнм^Ьръ, БагЪоих (ДЬбопе 
^йоёпйе 4е8 виг&еев' 1;. I, сЬ. П), вообще уравнеше вида: 

тдф Ру дяг Бав1я-дибо фунвцк отъ (. 
Полагая 



2 т' 



преобразуеиъ ур. (2) въ уравнеше: 



гд4 



^!- = т-Ф', 



ТУ}) — —т^ Т ~ЗГ "^ Т \т/ • 



Если геонетричеевая разность между скоростями изм'Ьняющей 
массы и маятника не равна нулю, но выражается данною функщей 
времени и направлена по вертикали вверхъ или внизъ, тогда въ 
предыдущ1я уравнешя вм^Ьсто д воЯдетъ некоторая функщя времени, 
если тик будутъ также заданы какъ функщи времени. 



Глава IV, §2. 91 



§ 2. Случай, гдЪ сопротивлеше среды, разсчитанное на единицу 

а 

Раземотрпъ тотъ случай, Еогда 



наосы при единице скорости, равно ' 



А — д 

гдЪ а И а постоянння величины: а положительная, а положительная 
или отрицательная. 

Въ этонъ елуча* ур. (1) будетъ: 

^ 1. А _ Д ^ /оч 

л* ~ I ^ СТТ* ||е ^^; 

Введеиъ въ ур. (3) вместо < и О новня переи'Ьнння тип 
полагая: 

«-. \ (4) 

6 (1 Ч- ОО 2а а= и 



шоучинъ: 

-ТЯ-[1-(т?)Ч]» = 0......(5) 



с2^ 
с1т« 



Ур. (5) есть известное уравнеше Бееселя. 
Пусть 



« = - ут'. 



следовательно, п число 1(Ьлое, если отношеше -^ равно цЪлоиу не- 

четноиу числу, въ другихъ случаяхъ п число дробное, и п = О при 
а = а. 

Обпцй интегралъ ур. (5) ножетъ быть представленъ въ слЬдую- 
щеиъ видЪ: 
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п дробное чнсхо: 

п ц<Ь1ое ЧИС10 ил нудь: \ (6) 

гд'Ь Ли В поетоянння произвольння, <^ и с^'"'* функцш Бееселя 
перваго рода, 9^ функщя Бесседя второго рода, именно: 



:0О 



(т) ■" ^ Г (п-*-*-^-1) Г («-+-!) V 2 / » 

•=0 

гд4 чрезъ Г обозначена Эйлерова функщя — гамма; с^~** полу- 
чится изъ фунБщи <^^, если въ последней заменить п чрезъ — п; 



|=(м 



§г,; = с^ • . %,, _ 2 (- 1)' .^ .«' 



в(||Ч-*) (т) 



г=||— 1 



ИмФя формулы (4) и (6), легко уже выразить и уголь 6 въ функ- 
цш отъ Ь. 

Скорость точки выразкается также чрезъ функщи Бе с се л я: 

а изъ ур. (6) находимъ следующая выражешя для производной ^: 
п дробное число: 



п 



Т>1----Я = (!Ь)^-- [- ^ ^ м" - « ^Т']- 



а 



п ц&[ое число или нуль: 
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внражетд ^ отличаются отъ напнсанннхъ только тФмъ, что ви^^сто 
Вс^""*—^ я — Б<^"*^"^^ соответственно входятъ: — В ^""*"* и 

В ^'^-^ 

При весьиа большихъ значешяхъ перем'Ьнной т значеше Бессе- 
левой фунБщи перваго и второго рода можетъ быть представлено 
въ вид^: 

а|Со8 т -ь Ь| 8ш т 

гдЪ а^ и \ суть постоянння. 

1^ пита -ттажАшИ **« 

<2т 



<2д 

Поэтому И8ъ иолученннхъ выше внрагешй для ^ сл^дуетъ, что 



при большигь значешяхъ т производная ^ получаетъ значешя весьиа 
близыя къ нулю, когда ~- ^1, а если п< у, то и при — <1. 

Такъ какъ при а > О неравенству: ~- < 1 соотвФтствуетъ, оче- 
видно, ^< у, то мы заключаеиъ, что при а>0 скорость маятника 

по истечеши н'Ькотораго времени становится весьма близкою къ нулю; 
вмФст'Ь съ т'Ьмъ отклонешя маятника отъ вертикали уменьшаются и 
уголь О, какъ зто видно изъ формулъ (6) и (4), стремится къ нулю. 
Зам^тимъ, что 



6= 1 



(т-') --(т*>)(т-) 



• • • • 



где т выражена подформуле (4), есть частный интеграль ур. (3), 
следовательно, и 

а— а 

в = Г Сов (т Сов е). 81П * ^е? . Лг 

будетъ также частнымъ интеграломъ ур. (3), такъ какъ написанный 
здесь определенный интегралъ отличается отъ предыдущаго выраже- 
шя О только постояннымъ множителемъ. 

Если -^ полоокителшое четное числОу то этотъ определенный 

интегралъ выражается въ конечномъ виде, а тогда второй част- 
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ннй интеграгь ур. (3) выразится въ квадратурагь, и, сл^дова- 
теАно, мы получинъ т квадратурохъ вЕ1ражеше для угла О въ 

фуНБЩИ ОТЪ и 



Случай, только что разсиотрФнный: 

^ _ а 



Представляется, наприж^Ьръ, тогда, когда жаееа шиггнжка возраетаетъ 
(а>0) или убнваетъ (а<0) пропорщонально времени, а сопротив- 
лен1е среды, разсчитанное на единицу скорости, остается постоян- 
нымъ; тогь же случай им'Ьемъ мы и тогда, когда маятникъ состоитъ 
изъ тяжелаго однороднаго шара, подвФшеннаго посредетвомъ нити 
иди стержня, массою которыхъ мы пренебрегаемъ, если при этомъ 
радхусъ шара изменяется пропорщонально времени, а сопротивлеше 
среды пропорщонально скорости и площади большого круга шара. 



ОБРАТНЫЯ ЗАДАЧИ. 



Пол7ченнш1и въ глав'6 П дифференщальными уравнен1ями дви-' 
Ж6Н1Я точки перем'Ьнной массы мн можеиъ воспользоваться для р'Ьше- 
шя обратныхъ задачъ, въ которыхъ требуется, наприи^Ьръ, найти 
завонъ изм'Ьненк массы точки по нФкоторымъ заданнымъ свойствамъ 
ея двигешя при данныхъ силахъ. 

I. Скорость изм'Ьняющей массы равна ско- 
рости точки. 

Разсмотримъ прежде всего тотъ случай, когда при глзмгьненш 
массы не происходить ударовъ. 

Пусть точка движется въ сопротивляющейся сред'Ь при дМствиг 
данныхъ силъ, равнодМствующая которыхъ пропорщональпа масс^^ 
точки; тогда мы, принимая во внимаше заданный свойства движен1я, 
ищемъ сначала выражен1е для величины еопротивлешя среды, разсчи- 
таннаго на единицу массы; затФмъ уже, если им^кется достаточно 
данныхъ, можемъ опред'блить и законъ измФбешя массы, — напри- 
жЬр>у когда движущееся тФло, отъ котораго мы переходимъ къточк:Ь; 
есть шарь пере]Г&ннаго рад1уса, а сопротивлеше среды зависитъ только 
отъ рад1уса шара и скорости его центра и притомъданнымъобразомъ. 

Относительно еопротивлешя среды будемъ предполагать, что оно 
направлено противоположно скорости точки. 



96 ГлаваУ, §1. 

§1. Траентор1я точки въ сопротивляющейся средЪ при данныхъ 

силахъ данная плоская кривая. 

Найдемъ^ какг должна выражаться величина сопротивленгя 
оредЫу разсчитаннаю на единицу массы^ для тою, чтобы точка 
описывала дугу данной плоской кривой при дтьйствги данныхъ 
силъ, равнодгьйствующая котюрыхъ, разсчитанная на единицу 
массы, зависитъ только отъ положенгя $почки. 

Пусть будетъ: 

у = т (1) 

уравнеше данной кривой^ X и Г — проекщи разсчитанной на единицу 
иаесн равнод'Ьйствующей данныхъ силъ, приложенннхъ еъ точк^Ь, 
^.^сопротивлеше среды, разсчитанное на единицу массы и д&1енное 
на скорость точки; кромФ того будемъ обозначать производныя по { 
отъ X ж у чрезъ х\ у\ ж", у"; производныя по х огь функщи /* чрезъ 
^9^ (т (п9^ наконецъ, частныя производныя отъ X и Г чрезъ Х^., 

1С У У 
^у9 -^хУ -^у* 

Уравнешя движешя, по разд'Ьлеши на массу точки, представля- 
ются въ вид'Ь: 



9 \ 



(2) 



х' = Х — Ех 

Подставииъ кь уравнеше 

которое сдфдуетъ изъ ур. (1), вн^то я;" и у" ихъ внражешя изъ 
ур. (2); получииъ: 

Т—Еу = ГгХ — Г, Вх'-^ и х\ 
Пряшокаа во внинаше, что 
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находимъ 



следовательно, 



*'* = -^#^' (3) 



х'=^±У^^{Т-Г.Х) (4) 



Возьмеиъ производную по I отъ ур. (3) и вместо х'^ подетавинъ 
соотвЪтетвующее внражеше изъ ур. (2); рфшая полученное уравнеше 
относительно 22, найдемъ Е въ функщи отъ воординатъ точки: 

^^^{Т-Г,Х)} (5) 

СЕорость точки выражается по формул*: 

^=Уу;(^'^Г.'П^-Г.Х), (6) 

поэтому для сопротивлешя среды получаемъ следующее выражеше: 

ВV=^VТ:^Т'^^у (7) 

гд* <^ обозначаетъ множитель, ел^дуюпцй за радикаломъ въ фор- 
мул* (5). 

Знакъ предъ радикаломъ въ формулахъ (5) и (7) долженъ быть 
тотъ же, что и въ формул* (4). 

Поел* того, какъ съ помощью ур. (4) и (1), произведя одно 
интегрироваше, мы выразимъ координаты точки въ фуншцяхъ отъ <, 
величина сопротивлешя ЕV по формул* (7) можетъ быть также вы- 
ражена въ функщи отъ {. 

Итакъмы нашли, что Е выражается по формул* (5), если точка 
описываетъ кривую (1) при д*йств1и силы (X, Г). 

7 
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Обратно^ — легко уб'Ьдиться въ томъ^ что значешя х жу ^ь 
фунБцшхъ отъ {у внтеЕающ1я изъ ур. (1) и (3), удовлетворяютъ 
дифференфальннмъ уравнен1ямъ (2), если зам'Ьннмъ въ нихъ Е вн- 
ражешемъ (5). 

Но при этомъ для всЬхъ положенШ движущейся точки на данной 
кривой должны быть удовлетворены два услов1я, — первое: 

и ^^ 

сл-Ьдуетъ изъ ур, (3); второе: 

гд* а?' должно быть выражено по формул* (4), сл-Ьдуеть изъ того, что, 
предполагая Е выраженныиъ по формуд'Ь (5), иы только тогда ножемъ 
считать — Ех и — Еу проекщями сопротивлешя среды, когда 
будетъ Б > 0. 

Если наиъ будетъ известно, что величина сопротивлетя Ер 
представдяетъ произведете двухъ множителей: 

Ер — 8Г, 

гд* 5 изменяется только при изиЪненш массы, а V есть данная 
функщя плотности среды и скорости точки, то, им'Ья уже выраженк 
скорости и координатъ точки, съ помощью формулы (7) мы получимъ 
и выражен1е 6^. 

§ 2. Случай тяжелой точки. 

Разсмотримъ подробнее тотъ случай, когда данная сила есть 
сила тяоюести и данная кривая лежитъ въ вертикальной 
плоскости. 

Пусть уравнеше кривой будегь 

У=т (1г) 

въ томъ предполоасен1и, что за ось Оу взята вертикальная лин1я, 
направленная внизъ. 
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Случай, когда ({х) ц^ая функщя первой степени, иеиючаекъ 
изъ разенотр^Ьвоя, потону что тогда траектор1ей точки иохегь бнтк^ 
очевидно, только вертикальная прямая, какъ бы ни выражалось со- 
противлеше средн. 

ЗатФмъ изъ услов1й задачи очевидно, что въ разсматриваемомъ 
движеши траектор1я точки всегда ин'Ьетъ выпуклость вверхъ, поатоиу 
и кривая (1|), по крайней 1Йф^ въ некоторой части, должна быть 
обращена выпуклостью такоюе вверхъ; при движенш точки по 
этой части кривой скорость можетъ обратиться въ нуль или получить 
вертикальное направлеше только таиъ, гдф точка оставляетъ кривую^ 
ибо дал'бе она описываетъ тогда вертикальную прямую. 

Уравнен1я движешя въ настоящемъ случае будутъ: 

х"= —Вх\ 

у'=д—Еу] 

Находимъ: 

х'^^- (8,) 

ел'Ьдовательно, 

^=У1 ••••(*^ 

Такъ какъ въ разсматриваемомъ движенш х не обращается въ 
нуль, 10 знакъ предъ радикаломъ определяется начальнымъ значе- 
шемъ х\. 

Дад^е получаекъ: 

В, = ^\ ^"' . (5,) 

2 /„уд ^ ' 

гд'Ь знакъ предъ радикахокъ У/*,, тотъ же, что и въ формуле (4,); 

V = ]/^(1 -*-/;«) (6,) 

и, наконецъ, 

Др=|.^<УГТ7Й (7,) 

7» 
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Функщя ( во веФхъ точкахъ той части кржвой, по которой двя- 
7^ш совершается, должна удовлетворять двумъ 7елов]Я1ъ: 



/;,>о и ^>о. 



Первое 7слов1е будетъ удовлетворено, есля начальное положете 
точки находится въ той части кривой, которая обращена своей вн- 
пуклостью вверхъ. 

Такъ какъ предъ радикалоиъ У/Г/ подразун^^вается знакъ, кото- 
рый ии^^тъ х\ то и второиу условш мн иохеиъ всегда удовлетво- 
рить, взявпш изъ двухъ нанравлешй касательной въ начальноиъ 
лолохети точки за направлеше ея начальной скорости ииенно то, 
для котораго х\ им'Ьетъ тотъ же знакъ, что и (,„ при х = х^; при 
8тоиъ величина начальной скорости въ силу ур. (6|) вполне опред^Ь- 
ляется начальншъ положешеиъ точки. 

При такихъ начальннгь данннхъ матер1а1ьная точка, двигаясь 
при дМстши силы тяжести и сопротивлешя среды, внражаеиаго по 
фориулФ (7^), будетъ описывать данную кривую {1^) до тЪхъ поръ, 
пока случится какое-либо изъ сл^Ьдующихъ трехъ обстоятельствъ: 
или /^, получить .отрицательное значеше, или /"/, обратится въ без- 
конечность, или /*;„ изиЪнитъ свой знакъ; — въ каждоиъ изъ зтихъ 
случаевъ точка сойдетъ съ кривой (1^), если масса ея не будетъ 
-^равна нулю. 

§ 3. Тяжелая точна въ сопротивляющейся средЪ описываетъ 

параболу. 

Разсмотрииъ частный случай предыдущей задачи, когда данная 
кривая (1у) есть парабола. 

Изъ ур. (5^) слЬдуетъ, что парабола съ вертикальною осью 
можетъ быть траектор1ей тяжелой точки только тогда, когда она 
движется въ пустоте. 

Если ось параболы составляетъ некоторый уголъ съ вертикаль- 
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ною дишей, то въ одной изъ свояхъ точекъ парабола им'Ьетъ верти* 
каяьную касательную; эта точка дфдитъ параболу на дв^^ части, 
Боторня можно назвать верхнею и нижнею, потону что при пере- 
сФчешя параболы вертикальными с^Ькупц1ми ъс± точки одной части 
лежать выше соотв^Ьтствующихъ точекъ другой; на оенованхи того, 
что выше изложено, мы заключаемъ, что верхняя часть параболы и 
можетъ слуаБИть траектор1ей тяжелой точки въ сопротивляющейся 
еред'Ь. 

Но Д1Я того, чтобы узнать, въ какую сторону будетъ двигаться 
точка по параболе, гдф она съ нея сойдетъ и какъ будетъ выражаться 
сопротивлете среды, нужно составить выражешя первой, второй и 
третьей производной отъ функщи ^{х) для настоящаго случая. 

Пусть 



^1=^^' 



(8> 



уравнен1е параболы, 'ось которой составляетъ н^Ькоторый уголъ еъ 
вертикалью; будемъ отсчитывать этотъ уголъ отъ^^вертикальной линш, 
направленной внизъ, въ такую сторону, чтобъ онъ заключался между 
О и 1с; обозначимъ его чрезъ 9- 




X 




Черт. 1. 

Вершину параболы примемъ за начало координатъ, ось Оу возь* 
ь по вертикали внизъ. а ось Ох направимъ такимъ образомъ 
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чтобъ она составляла съ осью параболы уголь, не бблыш! пряного 
{черт. 1); тогда ур. (8) преобразуется въ следующее уравнеше: 

у = х Со1г9-н1, ^±^]/^с5Р^Т2^^аЕ;^=Ях). .(9) 

Точкамъ верхней части параболы соотвЪтетвуетъ знавъ — 
оредъ радикалонъ; для етихъ точекъ мы им^Ьежъ: 

/; =Со%? — ^(1^С08«<рн-21М!81П9) ^ 
/;, = _р«(|)«С08«<р-1-21ис8т9) * 

I 

координаты точки А, въ которой касательная вертикальна, будутъ: 

_ 1 „С08»9 

Знакъ производной х\ какъ было зам<Ьчено въ § 2, долженъ 
быть тотъ хе, что и знакъ /*/,/, поэтому изъ вырахетя /',„ въ на- 
стоящемъ случа^^ мы заключаемъ, что х'<С О, и, сл'Ьдовательно, 
начальная скорость должна быть направлена по касательной къ пара- 
боле въ одной изъ точекъ ея верхней части именно въ ту сторону, 
гд'Ь лехитъ точка А; величина начальной скорости опред'Ьляется изъ 
ур. (6), полагая въ немъ х = х^. 

ЗатФмъ, такъ какъ /^„^ сохраняетъ одинъ и тотъ хе знакъ и {„ 
нигд'Ь, кроме точки ^, въ безконечность не обращается, то двиху- 
щаяся точка мохетъ сойти съ параболы только въ точке А. 

Изъ ур. (6^) следуетъ, что скорость двихущейся точки въ 
-точке А равна нулю. 

Дргаясь по направленш къ точке А^ тяхелая точка проходить 



Глава V, § 3. 103 

чрезъ вершину параболы только въ тонъ случа'6, когда уголь ф 
нен^Ье ^; скорость ея въ этотъ ноиентъ равна 



Удр Со8 ф. 

Величину сопротивлен1я мы внразииъ въ функщи отъ х по 
формул'Ь (7), подставляя въ нее ви'Ьсто ^,у /*/,, {,„ только что полу- 
ченння внражешя этихъ производныхъ. 

Для того, чтобы движете точки было опред'Ьлено вполн'Ь, намъ 
остается выразить ея координаты о; и у въ функщяхъ вреиени <. 

Ур. (4^) представляется въ вид'Ь: 

— 1. 

| = -.|/^(р«С08«<р-+-21)ж8т9)*; 

интегрируя, находикь: 

^(1)«С08«9-+-2ра! 8т9)Т=_У^ (<_/,) . . .(Ю) 
гдЪ (^ величина постоянная; отсюда 

Подставляя это вымажете въ ур. (9), получииъ у въ функщи 
отъ {. 

Въ точкФ А 



/ < 



^)^Со8*9 -+- ^Р^х 81П? = О, 

поетому И8Ъ ур. (10) мы видииъ, что движущаяся точка приходитъ 
въ точку Л въ моментъ (^ , сл'Ьдовательно, въ иоментъ 

^^ 
если .ПОЛОЖИШЬ; что въ начальндй ноиентъ I = 0. 
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§ 4. Задачи § 2 и § 3 въ предположенш, что ось Оу не совпа- 

давтъ съ направленюмъ силы тяжести. 

Въ чаетннхъ елучаяхъ задачи § 2 изед'Ьдоваше н^Ькоторнхъ 
обетоятел»ствъ двилкетя точи жожетъ быть упрощено, если не 
ограничивать выбора воординатннхъ осей уеловхеиъ, чтобъ ось Оу 
была вертикальна. 

Найдеиъ выраженк для сонротивлен1я среды и скорости точки 
въ нашей задаче, предполагая, что уравнеше кривой 

у = Пх).... (1.) 

отнесено къ координатныиъ осяиъ, который составлять съ верти- 
кальною лин1ей, направленной внизъ, углы: ось Оу уголь 9» завлю- 

чаюпцйся между О и тс, а ось Ох уголь, равный 9 -ь-у. 

Уравненк движешя точки представляются въ вид1^: 



/ = Ь — Ву\ 

гд4 

а = ^ Зш 9, Ь =: д Сов 9* 

Изъ ур. (1,) и (2^ получаемь, какъ указано вь § 1: 



(2.) 



''=^Г-^ •(*.) 

аР ■*■ ал — 2 У{Ь-«-чЛ)/-» * • * ^°«' 

тдф анакъ прадъ радпыокь въ формуле (5^ дсмхвнъ бшь взять 
топ же, что въ форшухк (4 ^, ж ваконвцъ 



9 = у^^(Ь-*-а/;)(1-ь/;«) (6.) 
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Въ елуча-Ь параболы^ полагая, что начало координатъ находится 
ъъ верпшнФ кржвой и ось Оу совпвдаетъ еъ ея осью, югЬежъ: 

бл^овательно, такъ какъ должно быть « < О, 

2УЬр-нав' 

дал^^ 

поэтожу величина сопротивлешя 



За 



Полученння внражен1я для сопротивлешя среды и скорости точки 
допускаютъ простое геометрическое толковаше. 

Съ понощью уравнешя параболы формула, выражающая ВV^ 
мохетъ быть представлена въ вид'Ь: 

ВV=.^V^Т2Р, 

обозначимъ чрезъ р рад1усъ-векторъ движущейся точки, проведенный 
И8ъ фокуса параболы (черт. 2); тогда, по свойству параболы, 



и, следовательно, 



р=у-ьт 



У2р ^ 



Такимъ образомъ мы напшг, что сопративленге среды въ раз- 
сматриеаемомд деиженш прапарцюнально корню квадратному 
изъ разстояшя двиоюугцейся тачки отг фокуса параболы. ' 
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Формула, ннражающая величину скорости точки, если ввести въ 
нее ру представится въ вшкк: 

V = у^ • Ур (р Со8 9 -^ X 8т ф). 




Черт. 2. 

Пусть М положеше движущейся точки на параболе, Р основан1е 
перпендикуляра МР, опущеннаго на ось, и N точка перес^Ьчен1я нормали 
Ж^съ осьЮу тогда поднормаль РН=р, а потому проекщя отр'Ьзка 
нормали NN на вертикальную лишю по своей величин^Ь равна 
р Со8 9-^^ 8ш 9; обозначимъ величину этой проекщи чрезъ Ь^ тогда 
можемъ написать: 



„=у§-у^, 



ел'Ьдовательно, въ разсмашртаемомъ движенги скорость движу- 
щейся точки пропортональиа среднему геометрическому изь 
разстоянгя точки отъ фокуса параболы и вертикальной проек- 
щи отрп>зка нормали меоюду точною и осью. 

§ 5. Тяжелая точка въ средЪ постоянной плотности при сопро- 
ТИВЛ8Н1И лропорцюнальномъ п-ой степени скорости. 

До сихъ поръ мы не ограничивали вакимъ-либо условхемъ зави- 
симости, меазду величиною сопротивленщ среды и скоростью точки; 
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предположииъ теперь, что плотность среды постоянна и сопро- 
тивленге пропорг^итально нгькоторой степени скорости, такъ 
что въ выраженш 

Ер = 8Г 

жножЕтедь 

V = бг", 

« 

гд'Ь в и п данння чяела. 

Съ помощью формулъ (5,) и (6,) мы ВБфааимъ тогда въ фунвщи 
отъ X другой множитель 6^, который изм'Ьпяетея вь зависимости отъ 
рм'Ьнешя массы: 

г._ Л"«~^[-3||Л«-4-(Ы-<^/;)Л.] ^ ^ ^ ^ц) 

2»(И-Л«)~(Ьн-ц/;)Т 

а=^8ш(р, &=^Со89, 

И| такъ вавъ 5 величина положительная, то берется абсолютная 
величина внражешя, стоящаго въ правой части, со знавомъ -^. 

Полагая въ этой формул'Ь а=0 и &=^, получимъ выражеше 6^ 
для случая, вогда уравнете данной вривой написано въ предполо- 
жеши, что ось Оу направлена по вертивали внизъ. 

Въ томъ случа'Ь, вогда данная кривая парабола, уравнете 
которой 

формула (1 1) представляется въ вид^Ь: 

8=.^ ?!^ - (12) 

(|>*-|-в«) а (Ьр-4-аж)8 

Введемъ въ это уравнете величины 9^8, геометрическое значе- 
те которыхъ выше указано; тогда мы получимъ: 

2€^Я УТ 
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§ 6. ДвЪ задачи о параболическомъ дв11жен1и центра тяжвлаго 

однороднаго шара въ воздухЪ. 

Внведенння форнудн получаютъ некоторую наглядность^ если 
мы прим^нимъ ихъ къ р4швтю, паприм^ръ, сл4дующаго вопроса. 

!• Какъ долоюенъ шмпняться радгусъ тяжелаго однороднаю 
шара для того^ чтобы центръ шара при нпкоторомб началшомъ 
положенш и начальной скорости^ соотвтьтстееннимъ образомб 
опредгьленныхъ^ опиеалъ дугу заданной по формгь и положенгю 
параболы^ предполагая^ что движенге происходить въ воздухл^ 
сопротивленге котораго принимается пропори/гоналшымъ плО' 
щади большою круга шара и п^ой степени скорости ею 
центра. 

Пусть Б будетъ величина сопротивлетя, которое испнтнваетъ 
шарь радауса, равнаго единице, когда центръ его им^еть скорость, 
равную единиц'Ь; обозначая чрезъ г и от рад1усъ и плотность пара, 
нн получинъ такое внражеше для сопротивлешя среди, разсчитан- 
наго на единицу массы: 



следовательно. 



В» = Гг «". 



«=^;- 



Такъ какъ движете центра шара выражается ур. (2,), то мы 
можемъ воспользоваться выведенными уже формулами. 
Формулы (12) и (13) даютъ намъ: 

«^ = ^ТЖ^ Р"" О)» н- «») " (р Сов ? н- а; 8т ?) • 



О 8ш9 

ИЛИ > . . .(14) 



^1— 1 *"*^ 



^ ~ о8!п9 \р ) 



Формулы (14) И представляютъ отвЪтъ на вопросъ; давая п раз- 
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шчння чаетння значешя, получпъ еоотвЪтствуюпце законы шгтА- 
нешя рад1уса; укаженъ н'Ькоторнд ел'Ьдствгя форнулъ (14). 

Въ той точв^Ь, гд'Ь центръ шара долхенъ оставить параболсу, 
касательная вертикальна^ сл'Ьдовательно 9 = 0, а тогда изъ ур. (14) 
видно, что при п > О въ этой точк% г = 0; сл^Ьдовательно, когда 
еопротивлеше пропорщонально какой-либо положительной степени 
скорости, то во все время, пока происходить двихеше шара, центръ 
его остается на параболе. 

При п = 1 

9 У д 8ш9 

И, сл'Ьдовательно, г непрерывно уменьшается до нуля. 

При п> 1 , — если ось параболы горизонтальна или составляетъ 
тупой уголь сь вертикальною литей, направленной внизь, то радаусь 
шара непрерывно уменьшается до нуля; въ случа^Ь остраго угла ра- 
д1усъ также непрерывно уменьшается до нуля, если 

если же 

(п-1)« 



Л^? 



п (8 11—2) 



— 2\» 



то рад1усь уменьшается, пока центръ не перейдеть чрезь вершину 
параболы, но дал^е есть часть пути, на которой радаусъ возраетаеть, 
м затФмъ уже онъ убываеть до нуля. 

При сопротивлен1И, пропорщональномь квадрату скорости, уско- 
рете силы тяжести не входить въ выражен1е г: 

9 Ур 8т ф 

2. Въ предыдущемь прим^Ьр'Ь предполагалось, что парабола намь 
вполн'Ь задана; теперь мы р^шимь сл1кдующую задачу: 

Тяоюелий однородный шарь движется въ воздухгь^ сопротив- 
ленге котораю принимается пропортоналмшмъ площади боль- 



110 



Глава V, § 6. 



гиою круга шара и п-ой степени скорости его центра; заданы 
для начальнаго положенгя: радгусъ шара^ положенге и скорость 
ею центра, составляющая нгькоторый уюлъ сь вертикалью; 
опредгьлить, какъ долженъ измгьнятъся радгусъ шара для тою, 
чтобы центръ его описалъ дугу параболы. 

Усювиися отсчитывать углы отъ вертикальной лиши, направлен- 
ной внизъ, въ такую сторону, чтобъ уголь, соотв'6тствующ1й надрав^ 
лен1ю данной начальной скорости, быль бол'Ье 180^; тогда, какъ 
видно изъ нредыдущаго, уголъ ф, опрбД'Ьлдющ1й направлеше оси 
параболы, будетъ иен'Ье 180''. 

Обозначимъ проекщи начальной скорости на вертикальную лишю, 
направленную внизъ, и на составляющую съ ней уголъ 90"" горизон- 
тальную чрезъ «* и А, такъ что всегда й<0 и Л^ -4- и' = г;^о. 

Начальное положен1е центра шара прииемъ за начало координатъ 
и напишеиъ уравнеше параболы въ вид-Ь: 



У 



Р = ^(^-«)^ 



2р 



гд% а, р, р такъ же, какъ и уголъ 9» опред'Ьллтся изъ услов1й 
задачи. 

Пусть х\ и у\ будутъ проекщи начальной скорости центра на 
оси Охж Оуу тогда 



х^ = й Со8 9 — и 8ш 9 
у^ =г й 8т (р -*- и Со8 ^ 



.(16) 



Для начальнаго момента им^Ьемъ уравнешя: 



-? = 



1 
2р 



2 



У'о 



1 ^ 



а?'о'= р (^р Соз 9 — а 8т ф), 
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откуда 



а 



«'о*У'о 



9^^ 



Р = 



^^'. Р=^...т 



2дН 



9^ 



Такъ какъ въ настоящемъ случа'Ь 

ТО 1зъ ур. (5з) И (6|) или изъ перваго уравнешя (14), зам'Ьняя въ 
Ебнъ X чрезъ X — а, получаемъ следующую зависимость между г и я;: 



^-1 



Я-1 



= ^-Йп^1>'-'ЧР»-ь(а^-а)«] " 1>С08(р-*-(а:-а)8ш9]".(17) 



г= 



о 8ш 9 



Отнесеиъ это уравнеше къ начальному моменту и подставимъ 
вм'Ьсто ажр ихъ значешя по формуламъ (16); им^ въ виду фор- 
мулы (15), получимъ: 



'■о = ^Ж7(*Со8,р-«8т9); 



9д ЦШ9 



отсюда 






<1^Го-н2в14Го* 



(18) 



Такъ каБЪ9<179 то ур. (18) даетъ для ^ только одно значеше. 

Зная 9) съ помощью формулъ (15) и (16) мы найдемъ оь, ^ и ;>; 
танимъ образомъ веФ элементы параболы будутъ определены, причемъ 
всегда |)> О и р^О; а зат'Ьмъ выражете Д1я г въ фунвщи отъ х 
мы получимъ изъ формулы (17). 



П. Скорость изм'Ьняющей масоы равна нулю. 

Раземотримъ обратный задачи въ томъ случае, когда при г^эмть- 
нети массы точки происходятъ удары вслгьдствге тою, что 
скорость измтшяющей массы равна нулю. 
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§ 7. Связь между случаями I и В. 

Пусть двжжеше точки происходить въ сред1^, сопротиыеше ко- 
торой противоположно скорости точки и по величин^^ равно Кг; 
предполагаемЪу что насса точки можетъ быть выражена н^Ькоторой 
функщей ед координатъ и вренени; тогда уравнешя движешя будутъ: 



ш:^ = тХ—[к^^)х' 



^= «П А I А ^4~ —г- I Г. I 

(19) 



Для движешя точки въ пустот1^ ии'Ьютъ и^^то тЬ же уравнешя (19) 
при Ж =: 0. 
Обозначииъ 

1(Ж-ь5) = й; (20) 

тогда ур. (19) получать тотъ же видъ, который ииЪютъ и уравнешя 
движен1я точки въ сопротивляющейся сред^ при отсутствш ударовъ^ 
съ тою лишь разницей, что здЪсь В иожетъ быть не только положи- 
тельной, но и отрицательной величиной. 

Поатоиу ъ.ъ обратныиъ задачаиъ въ тоиъ случа'Ь, когда скорость 
изи^Ьняющей иассы равна нулю, прии^ниио то же изсл^Ьдоваше, что 
и тогда, когда при движен1и въ средЪ скорость изи'Ьняющей иассы 
равна скорости движущейся точки; только въ настоящежъ сдуча'Ь 
отпадаютъ услов1я, который вытекаютъ изъ того обстоятельства, что 
сопротивлеше среды и скорость точки направлены противоположно 
другъ другу. 

Посл^Ь того, какъ найдеиъ выражеше В, ур. (20) послужитъ 
наиъ для опред'Ьлешя т, если будетъ изв'Ьстна зависииость иежду 
К ж т. 

Если заданы X и 7, проекщи силы, приложенной къ точк^Ь и 
]разсчитанной на единицу иассы, и, крон^Ь того, уравнеше траектор1и, 
тогда координаты точки, какъ иы видели въ § 1 , выражаются н'Ько- 
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торнми фунщяни времени, независимо отъ величины 22; выра- 
зивши зат'Ьмъ въ ур. (20) В, иакъ фунЕфю отъ (, и К^ Еакъ 
фунЕщю отъ { ж Шу мы получимъ дифференщальное уравнен1е пер- 
ваго порядка; интегрируя его, опред'к^имъ массу точен, какъ функ- 
цш времени. 

§ 8. Тяжелая точка описываетъ данную плоскую кривую, въ 

частности, параболу. 

Для примера возьмеиъ задачу, въ которой^ предполагая, что 
скорость азмгьняющей массы равна нулю, требуется опред^ь- 
лить законг измгьненгя массы тяжелой точки иаъ тою условгя, 
что ета точка описываетъ дугу данной кривой, лежащей въ 
вертикальной плоскости. 

Необходимо и зд'Ьсь, чтобъ, по Брайней м'Ьр'Ь, часть кривой 
была обращена своей выпуклостью вверхъ, такъ какъ равнодМ- 
ствующая силъ, приложенныхъ къ точк'Ь: силы тяжести, сопротивле- 
н1я среды и прибавочной силы, направлена въ ту же сторону отъ 
касательной къ траектор1и, въ которую направлена вертикаль, прове- 
денная внизъ. 

Пусть 

У = ({^) 

уравнен1е данной кривой и 9 уголь, образуемый координатною осью 
Оу съ вертикальною лин1ей, направленной внизъ. 

!• Разсмотримъ сначала тотъ случай, когда точка движется въ 
пустотгь: 

Формулы (42) и (5,) позволяютъ намъ написать выражен1е В 
въ вид'Ь: 

р _ — 3 а/„^ -^{Ь-^ о/,) /„, , 

гд^к а =^ 81П 9 И & = 9 Со8 9* 

8 
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Предполагая, что мы ищеиъ внражен1б для т въ функщи отъ 
одной переи'Ьнной Ху имФемь: 



■"ЗГ" ~ ах ^> 



И, ел'ЬдовательнОу 



скс 2 " Ь-^-а/, 2/,; 



Интегрируя, находииъ 

«» = ^}/^> (21) 

гд'Ь постоянная С определяется начальнынъ значенхеиъ т. 

Пусть данная кривая парабола параметра р. 

Если ось параболы направлена по вертикали внизъ, то изъ ур. (21) 
слЪдуетъ, что масса точки должна быть постоянной. 

Если ось параболы составляетъ уголъ (р съ вертикальною линхей, 
направленной внизъ, то 



Ср 

ш = 






ИЛИ 

Ср 

гд* 8 им*етъ то же геометрическое значен1е, что и въ § 4. 

2. Переходимъ къ движен1Ю тяжелой точки еъ сопротивляю- 
щейся средгь. 

Для того, чтобы им'Ьть опред'Ьленную зависимость между сопро- 
тивлен1емъ среды и массою точки, мы возьмемъ тотъ случай, когда 
тяжелый однородный шарь перемтьннаго радгуса движется въ 
средтЬу сопротивленге которой пропорцгонально площади боль- 
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шою круга шара и п-ой степени скорости ею центра; наша 
задача: опредгьлить, какъ долженъ измтьняшься радгусъ шара для 
тоЮу чтобы центрь его при нтькоторыхъ начальных^ данпыхб 
описам дугу кривой, заданной по формть и положенгю: у=:.({х), — 
предполагая^ что скорость центра инерцги гсзмтьняющгисъ час- 
тицъ равна нулю. 

Въ настоящеиъ елуча'6, при гЬхъ же значен1яхъ буквъ: в, о- и г, 
что въ § 6, 







в 


_ Зб -А— 1^ 3 аг 






сл^^довательно, 












22 = 


Зе 

аг 


а?'«- 


п— 1 о 


Ах 


X. 


Мы уже ин'Ьл! 


[: 












-В 


= 


-га/„*-*-{Ь+а/,)/,„ . 
2/„(Ь-ьа/,) * 


т 

9 





прдравниваеиъ этя внрахешя Е другъ другу; принимая во внимашо 
формулу (4,): 



^■=^ У'-^' 



МЫ получимъ такимъ образомъ обнБновбЕное линейное дифференщаль- 
ное уравнеше перваго порядка, которое и послужить для опред'Ьленгя 
г въ фунБцш отъ х: 



ё*'-[2;газ-к]*7а-ь«"^'(^')'^=<'---(22) 



поел'ЬднШ членъ долженъ быть взятъ зд'Ьсь съ гЬмъ знакоиъ, кото- 
рый ин^етъ начальное значеше х. Постоянная произвольная, кото- 
рая войдетъ при интегрирован1и, опред'Ьляется начальпнмъ значе- 
шемъ г. 

8» 
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Пусть данная кривая — парабола параметра р съ вертикальною 
осью, направленною внизъ. 

Полагая, что ось Оу направлена по оси параболы, ин'Ьемъ: 

а = 0, Ъ = д, т=^х', 
поэтому ур. (22) даетъ: 

^ = :;= !Й (^. -н 0^;-^, 

Я, следовательно, г при вс^хъ ц'Ьлнхъ значешяхъ п, а также при 
п =^0, выражается въ конечномъ вид% въ функщн отъ х. 

Такъ какъ знакъ производной ^ противоположенъ знаку х\ по- 
этому во время движешя рад1усъ шара непрерывно убываегь. 

Зам^тимъ, что въ настоящемъ случа'Ь Е = ж, сл'Ьдовательно, 
прибавочная сила равна и противоположна сопротивлешю среды. 

3. Укал;емъ еще р^шеше задачи 2-й § 6 въ предположенгщ 
что скорость центра инерцги измтьняющихъ частищ равна нулю. 

Формулы (16) им^ютъ м^сто и ЗД']^СЬ. 

Направлете оси параболы, т. е. уголъ 9 опред'Ьляется двумя спо- 
собами съ помощью ур. (22), полагая 

1 -й способъ. Если заданы для начальнаго момента: длина рад1уса 
и значеше его первой производной, напримЪръ, по времени — г^ж 

(—] , тогда мы выразимъ ( ^] чрезъ (р, ибо 

и уголъ 9 опред'Ьлимъ загЬмъ изъ ур. (22), отнеся его къ началь- 
ному моменту. 

Интегрирован1е ур. (22) служитъ только для опред'Ьлешя г. 
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2-й способъ. Если задала длина рад1уса въ начальный иоментъ 
и, кром'Ь того, въ н'ЬБОторнй иоментъ/=^^, то мы найдеиъ сначалаг 
еъ помощью уравнешд: 



Лс |_ ч/ б -4- а/. 



И начальннхъ данныхъ, значеше х=^х^^ соответствующее моменту {^; 
х^ выразится изв^^стнымъ образомъ чрезъ ^^ и 9; проинтегрировавши 
затбмъ 7р. (22), замЪнимъ въ интегральномъ уравненш гжх одинъ 
разъ чрезъ г^тх^^ другой разъ чрезъ г^жх^^ тогда получимъ дв& 
уравненку которсш и могутъ служить длд опред'Ьлен1я угла 9 и по* 
стоянной произвольной, вошедшей при интегрироваши. 



III. Скорость изм'1Ьняющей массы направлена 
по одной прямой со скоростью точки. 

§ 9. Связь менщу случаями II и III. 

Укажеиъ еще на обратный задачи въ томъ случа'Ь, когда ско- 
рости измпняющей массы и точки направлены по одной 
прямой. 

Пусть будетъ к отношен1е скорости изменяющей массы къ ско- 
рости точки, взятое со знакомъ -н или — , смотря по тому, направ- 
лены ли эти скорости въ одну сторону или въ стороны противо- 

П0Л02НЫЯ. 

Обозначимъ чрезъ Ку величину сопротивлешя среды, которое 
точка испытнваетъ при своемъ движеши; тогда, предполагая, что 
масса точки можетъ быть выражена н'Ькоторою функщей координатъ 
точки и времени, мы получимъ уравнешя движен1я въ вид'Ь: 



тх"=тХ-Кх'^'^,(к-1)х\ ^^З) 
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Полагая 



1.[К-(к-1)'^]=Е (24) 



жн приведемъ ур. (23) къ тому же виду, къ которому приводятся 
ур. (19) въ случа* П. 

Сл1^доватедьно, и зд'Ьсь мы можемъ прим'Ьнить къ обратннмъ за- 
дачамъ то же изс^гЬдованхе, что и въ елуча'Ь I, принимая при этомъ 
однако во вниманхбу что 22 можетъ им'Ьть теперь не только положи- 
тельння, но и отрицательння значешя. 

ПослФ того, какъ по даннымъ уелов1ямъ мы найдемъ выражеше 
для Ву ур. (24) послужитъ для опред'Ьлешя т, если, кром^Ь зависи- 
мости между Кж Шу намъ будетъ изв'Ьстно отношеше к, которое мо- 
жетъ быть величиною перем'Ьнной или постоянной. 



ДВИЖЕН1Е ТЯЖЕЛОЙ ТОЧКИ. 



§ 1. Уравнен1я движен1Я. Случай, когда геометрическая разность 
скоростей изменяющей массы и точки постоянна по величин'Ь и 

направлетю. 

1. Уравнен1я двигешя тяжелой точки пережданной тлш, кото- 
рая выражается функщей временя, положен1я точки и длины прой- 
деннаго ею пути, въ общеиъ случа*Ь, если мы направииъ ось Ол по 
вертикали вверхъ, представляются въ сл^дующенъ вид'Ь: 









1 (2т / 








1 (7971 /п 

т Л ^г 
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1 (?т / 



у')- 



-г) 






V 



(1) 



гд^к а, ^, у обозначаютъ проекщи скорости изм'Ьняющей массы, 
В — сопротивлеше среды, разсчитанное на единицу массы точки, и 

ПростЬйппй случай, въ которомъ ур. (1) интегрируются въ 
квадратурахъ, мы им'Ьемъ тогда, когда масса точки и величины 
а, ру у выражаются данными функщями времени, а сопротивлете 
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среды иля равно нулю, иле пропорщонально скорости точки, 
причемъ коеффищентъ пропорщональности также данная фуншця 
вреиени. 

2. Въ н'Ькоторшъ сл;чаяхъ, когда тлжелое твердое гЬло нере- 
И'Ьнной массы движется поступательно, мы можемъ считать изв'Ьстною 
относительную скорость, по отношен1ю къ т^, центра инерщи изм1- 
няющихъ частицъ; въ этихъ случаяхъ въ соотв'Ьтствующихъ задачахъ 
о движен1И тяжелой точки перем'Ьнной массы намъ будетъ изв'Ёстна 
по величин^Ь и направлен1Ю геометрическая разность го между скоро- 
стями изм'Ьняющей массы и точки. 

Разсмотримъ случай, когда масса тяжелой точки выражается 
какою-либо функцгей времени^ положенгя точки и длины прой- 
деннаго путщ а геометрическая разность го остается постоян^ 
ною по величинть и напраеленгю. 

Начальное положен1е точки примемъ за начало координатъ, вер- 
тикальную плоскость, въ которой заключается геометрическая раз- 
ность ю въ начальный моментъ, возьмемъ за плоскость хГу тогда 

а — ж = а, р — У = О, у — г' = Су 

гд'Ь а и с постоянный величины; обозначимъ зат^Ьмъ 1од т чрезъ (х. 
и положимъ, что въ начальный моментъ при {==0 масса точки равна 
единице. 

Пусть движен1е точки происходитъ въ пустоте; тогда уравнен1я 
движен1я въ разсматриваемомъ случа'Ь будутъ: 











д^у 







• ••••••••••• 


л* 






-9 







(2) 



гд* II = 1ов /• (^, X, у, *, в). 
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Легко написать пять интеграловъ ур. (2), которые ии'Ьютъ м'Ьсто 
при всяконъ вид'Ь функщи /: 



/ / 



у=Уо I (3) 

/ = с^.—д{-+-л'о 



У = У'о^ 

1 . , , ,,А <*) 

• 
гд^ ^09 У 09 ^\ — проекцш начальной скорости точки. 

Такимъ образоиъ^ если масса точки не зависитъ отъ длины в 
пройденнаго пути, то намъ остается найти только интегралъ уравне- 
шя перваго порядка, наприн^кръ, уравнен1я: 

ж = 011. -н х^у 

гд% (А будетъ выражено въ функщи отъ ^ и а; съ помощью ур. (4), и, 
сл'Ьдовательно, задача р'Ьшается въ квадратурахъ, когда т=^({1уу) 
или т = /*(а;) и т. д.; если же масса точки зависитъ и отъ длины 
пути я, то нужно интегрировать еще два уравнен1я, наприм^ръ, 
уравнешя: 



X =а(А-на; 



о 



вз 



— = Уж'< -4- 91^ -»- Я^ 



ЛЬ 



гд* съ помощью ур. (3) и ур. (4) [А и Уа?'"-1- у ^-4- 0* будутъ выра- 
жены, какъ функщи отъ 1^ х, 5. 

На основаши ур. (4) мы приходимъ къ сл'Ьдующему заключенш 
относительно трае кто р1и точки: когда а = или у\ = точка 
опнсываетъ кривую, лежащую въ вертикальной плоскости; въ дру- 
гихъ же случаяхъ траектор1Я точки есть кривая, расположенная на 
парабодическомъ щииндр^, производяпця котораго параллельны гео- 
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нетричесБой разности го между СЕоростями изи'Ьняющей массы и точки; 
уравнеше этого цилиндра будетъ: 

\аду^ -н {сх\ — аг^) у\у — у\^ {сх — ав) = 0... (5) 
При с = О ур. (5) можетъ быть написано въ видФ: 

И, сл'Ьдовательно, производялця цилиндра параллельны оси Ох^ а оси 
параболъ, получаемыхъ при нересЬчеши цилиндра вертикальными 
плоскостями, направлены по вертикали внизъ. 

Когда ни а, ни у\ не равны нулю, траекторхя точки будетъ 
плоскою кривою, именно параболой, только въ томъ случа^^, если 
масса точки выражается показательной функщей: 

т = е*', 
гд:Ь X величина постоянная. 

Зам'Ьтимъ, что въ случа'Ь, только что указанномъ, когда т = е*^ 
и геометрическая разность го сохраняетъ постоянный величину и на- 
правлен1е, равнодМствующая силы тяжести и силы прибавочной, 
будучи разсчитана на единицу массы, остается постоянною по вели- 
чин'Ь и направленш; а потому въ этомъ случать задача о движеши 
тяжёлой точки р'Ёшается въ квадратурахъ и тогда, когда движе- 
те разсматривается въ сред'Ь, сопротивлеше которой, разсчитанное 
на единицу массы, выражается двучленомъ: 

гд% к^ и к^ величины постоянный. 

ДалЪе мы будемъ разсматривать движете тяжелой точки пере- 
м'Ьнной массы въ сред1, сопротивлен1е которой пропорц1о- 
иальио квадрату скорости; при атомъ сопротивлете, разсчитан- 
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нов на единицу скорости, какъ уже бшо выше указано, мы должны 
считать, вообще говоря, переи'Ьннымъ, хотя бы среда и ии'Ьла оди- 
наковую плотность. 

§ 2. Сопротивлен1е среды, разсчитанное на единицу массы при 
единице скорости, функщя длины пути. Скорость изйгкняющей 

массы равна скорости точки. 

Прежде всего мы займемся р^^шен1емъ ол'Ьдующей задачи: 
Опредтьлишь движенге тяжелой точки въ средть^ оказываю- 
щей сопротивленге^ пропорцгональное квадрату скорости, пред- 
полагая, что масса точки (т) и сопротивленге, разсчитанное 
на единицу скорости, (к) суть нтькоторыя данныя функцги 
длины пройдениаю пути и притомъ скорость измгьняющей 
массы равна скорости точки. 

Обозначимъ чрезъ 9 уголь, образуемый касательною къ траекто- 
рш точки съ горизонтальною лин1ей, которую направимъ такъ, чтобы 
въ начальный моиентъ 

тс ^ ^ 1С 

— т<?о<-2-; 

будемъ считать положительнымъ уголъ 9» отсчитываемый внизъ отъ 
этой горизонтальной лиши; тогда, им'Ья въ виду направлешя дМ- 
ствующихъ на точку силъ, заключаемъ, что при движеши точки 

уголъ 9 непрерывно возрастаетъ, но не можетъ быть бол^ у. 

Дифференщальныя уравнешя движешя точки въ проекц1яхъ на 
касательную и на главную нормаль къ траекторш, по разд'Ьлеши на 
массу, представляются въ вид'Ь: 

2 = р8ш<?-:|^ (6) 



гд4 



?=^С08<р (7) 






124 Глава У1, §2. 

Мы видииъ, что въ уравнен1я движен1я т шк входятъ только 

въ вид!^ отношен1я — , поэтому р'Ьшеше нашей задачи будетъ въ 

тоге время и р'Ьшевхемъ задачи болЪе общей, гд'Ь шжк изм^Ьня- 

ются Еакъ угодно, лишь бы отношеше -^ зависЬло только отъ длина 

пройденнаго пути. 
Пусть 

функщя /*(8)у очевидно, ни при одномъ изъ положешй движущейся 
точки не можетъ получить отрицательнаго значешя. 

Заменяя въ ур. (6) ь^ его выражешемъ изъ ур. (7), получимъ: 

^=^7 8ш9-^7/'С089| (6^ 

Ур. (7) Еапншемъ въ ведЪ: 

-^ Со8 9 <?< = 7 <?<? (71) 

Перемножая соотв'Ьтетвуюпця части уравнешй (б,) и (7^), 
найдемъ: 

Со8 <р -^ = 85п 9 ^<р — /* Со8 9 ЛЗу 



или 



^шг^ = ~ ' ^^• 



Интегрируя, получимъ: 



V Сов ^ = Се^^^"^ (8) 



гд'Ь С постоянная произвольная. 
Изъ уравнен1й (7) и (8) ел'Ьдуетъ: 



р Со8» 9 = - СЧ^^^^^ (9) 
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Отсюда 



д Со8«ф 



Интегрируемъ: 



] .Ф'Ч, = 1 с [^^,-10? *в(^ _ I)] н- В. . . . .(10) 



гд% в постоянная произвольная. 
Принимая во внииан1е, что 






Езъ ур. (7) находишь: 



^' = ]/,-ш-И? (11) 



Предполагая, что изъ уравненШ (9) и (10) 9 выражено въ функ- 
щи отъ (р, игы внразинъ съ поиощью ур. (И) I въ фунщн отъ (р 
посредетвомъ квадратуры. 

Два посл<Ьднихъ интегрирован1я произведемъ надъ уравнен1яни: 

с1х = V Сов ф Л ) 

(12) 

предполагая, наприм^^ръ, что произведете VсИ выражено чрезъ 9 съ 
понопц>ю уравнешя: 

въ которою р заменено найденной уже функщей отъ 9- 

Такииъ образомъ при интегрировали у насъ войдетъ пять 
поетоянннхъ произвольныхъ; для опред1У[ен1я ихъ нап послужитъ, 
кронФ положешя и скорости точки въ начальный иоментъ, начальное 
значете дуги в траекторш. 
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Зам'Ьтимъ, что споеобъ, который мы прии'Ьнили къ рФшенш 
нашей задачи, въ тФхъ елучаяхъ, когда сопротивлеше среды не про- 
порщонально квадрату скорости, уже не иожетъ служить для того, 
чтобъ привести р']Ьшен1е задачи о движен1и тяжелой точки къ квадра- 
турамъ; но при сопротивлеши, пропорщональноиъ квадрату скорости, 
этотъ способъ^ какъ легко вид'Ьть, приводить р^^шеше задачи о дви- 
жен1и точки къ квадратурамъ и тогда, когда къ точк^, кром'Ь силы 
тджести, приложена еще сила, направленная по вертикали вверхъ или 
внизъ, величина которой остается постоянною или выражается какою- 
либо функщей длины пути, пройденнаго точкой. 

§ 3. Частный случай: сопротивлен1е среды, разсчитанное на 
единицу массы при единиц-Ь скорости, равно ^:^. 

Для прии'Ьра возьмемъ случай, въ которомъ 



Г(в) = :^ 



Ьв» 



гд'6 а жЪ суть постоянный. 

Функщя ач-Ъз для положешй движущейся точки не иожетъ 
им'Ьть отрицательныхъ значешй; начальное значен1е $ положимъ рав- 
ныиъ нулю, тогда 

а>0, Ь>0; 

если & < О, то движенхе точки разсиатривается на пути отъ 5 = О 

до 5 = — у: при 5 = — у движен1е точки прекращается всл'Ьд- 

ств1е того, что или масса точки обращается въ нуль, или сопротив- 
леше среды, разсчитанное на единицу скорости, становится безко- 
нечно большииъ. 

Случай: /*(в) = ^^^^ представляется, напримФръ, тогда, 

когда мы разсиатриваемъ движен1е въ воздух'Ь брошеннаго наклонно 
къ горизонту тяжелаго однороднаго шара, который горитъ равно- 
мерно по всей поверхности такихъ образомъ, что уменьшеше рад]уса 
пропорцхонально пройденному пути, предполагая при этомъ, что со- 
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11рот1влбВ1е воздуха пропорщональво квадрату скорости и площади 
большого круга шара. 
Въ настоящежъ случать 

^ (из = у 1о§; (а -н 65) -н Сопв!;. 

и ин получаеиъ изъ общихъ формулы 

_^^ 
«; Со8 9 = с [а-^Ъв) ь (81) 

рСо8»9 = |сМа-нЬ5) ь (9,) 

загЬмЪу предполагая, что Ь не равно — 2, находюгь: 

2-«-Ь 

(а-нЬ8)"Т"" = (2-^Ь)Ф (Ю^) 



гд'6 Ф обозначаетъ фунвщю отъ ср, стоящую въ правой части ур.(10): 
Ур. (11), съ помощью уравнешй (9,) и (10^, даетъ: 



'г<=±4-^г^1:[(2-^Ь)Ф] 2-нЬ<гф....(11^) 



Со8=^9 



изъ двухъ знаковъ ± внбираеиъ зд'Ьсь тотъ, при вотороиъ ^ > 0. 
Ур. (12), съ помощью уравнешй (8^) и (10^, даютъ: 



йу = ± -1 с» е^^ [(2 -нЬ) Ф]"^^ Ц 



. . (12,) 
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гд'Ь долженъ быть взять въ правнхъ частяхъ тотъ же днакъ, что и 
въур. (11,). 

При Ь = — 2 получимъ формулы для сИ, Лх и Лу^ зан'Ьняя въ 
фориулахъ (И,) и (12,) выражеше: 



[(2-ьЬ)Ф] 2-ьЬ 
чрезъ 

-ф 



е 



Изъ полученнхъ форхулъ можно вывести н'ЬЕОторыя заключенья 
относительно движешя точен. 

Случай: 6>0. 

Точка удаляется въ безконечность; при этомъ уголъ, образуемый 
ея скоростью съ вертикалью, направленною внизъ, приближается къ 
нулю, а величина скорости безпред'Ьльно возрастаетъ; вм^ст^Ь съ т'Ьнъ 
время также возрастаетъ безпред'Ьльно; траектор1я точки им'бетъ вер- 
тикальную асимптоту на конечномъ разстоян1и только при & > 2. 

Въ самомъ д^^'Ь, изъ формулы (10,) мы видимъ, что съ возра- 
сташемъ 5 функщя Ф воз^растаетъ безпред'Ьльно, и, сл^Ьдовательно, 

уголъ ф приближается къ ^. 

Дал'Ье изъ формулъ (8,) и (10,) находимъ: 



при (р = у 8Т0 внражете давть -^; напЕшеиъ его въ вед^^: 

«; = С (2 н- Ь)" 2^ь ^^2^') ^^ 
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и вовьмбгь производння отъ числителя н знаиенателя внрахешя, 
стоящаго въ СБобкахъ, принижая во внимаше, что 

й^ д Соз* 9 ' 

получииъ: 

(0*^7)^ (^)^ (14) 

следовательно, съ приближепемъ 9 къ у скорость V безпред'Ьльно 
в<&растаетъ. 

Время движешя 1^ опред'Ьляется изъ уравнешя: 

1_ ГТ 1_ 

<^= 1(7(2 -нЬ) 2-^4 Ф з-^'^Соз-'ф ^9 --(^й) 

раскрывая неопределенность, которую представляетъ подъинтеграль- 
ная функщя при о = Т' иаходииъ: 

1 

кром'Ь множителя, им-Ьющаго изв'Ьстное конечное значен1е; отсюда 
видно^ что подъинтегральная функщя при ^ = у получаетъ без- 
конечно большое значеше и притомъ порядка выше перваго, сле- 
довательно, съ приближен1емъ Ф къ -~ время I безнред^льно возра- 
стаетъ. 

Наконецъ, для опред'Ьлен1я значен]я х=:х^ при 9 = у » пола- 
гая, что въ начальномъ положеши я; = О, имеемъ ^формулу: 



1/пг/о_^М 2^Ь\ л 2-*-Ь Пло— а 



9 



гс^ = ^(7(2-*-Ь) 2 + ^1 ф 2-4-0 Со8"* 9(^95 
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раскрывая зд'Ьсь неопред&юнность подъ знакомь интеграла пря 
9 = ■!■, получаемъ: 

2 
/ 8шф \2н-Ь 
\С08» 9 / ' 

сл'Ьдовательно, подъинтегральная функщя при ? = -|- обращается въ 

безконечность порядка, который выражается числомъ ^^\ при&<2 
порядокъ безконечности будетъ мен'Ье единицы, и, сл^Ьдовательно, 
въ зтомъ случа'Ь съ приближен1еиъ 9 къ у разстояше движущейся 
точки отъ оси Оу приближается къ н'Ькоторому пред'Ьлу. » 

Мы вывели такимъ образоиъ вс^Ь указанный выше свойства дви- 
жетя точки при &> 0. 

Случай: Ь<0. 

Съ приближен1еиъ точки къ крайнему ея положешю: 5 = — ^ 
уголъ, образуемый скоростью съ вертикалью, направленною внизъ, 
уменьшается до нуля при &> — 2 и только до н^котораго пред'Ьла 
Шътзю нуля, при &< — 2; при зтомъ величина скорости въ обо- 
ихъ случаяхъ приближается къ нулю и время движешя остается ко- 
нечнымъ. 

Въ самомъ Д'Ьл^Ь, изъ формулы (10|) сл^Ьдуетъ, что съ прибли- 
жен1емъ значешя а-^Ъвлъ нулю при О > &> — 2 функщя Ф без- 
предельно возрастаетъ и, следовательно, уголъ 9 приближается къ 
у, тогда какъ при 6 < — 2 функщя Ф приближается къ нулю, и, 
следовательно, уголъ 9 къ значен1ю 91 ? которое представляетъ ко- 
рень уравнешя: Ф = 0, удовлетворяюпцй услов1ю: 9о<^?1<^у* 

Выражеше (13) скорости точки въ функщи отъ 9 показываетъ, 
что при Ь< — 2, когда 9=911 ^=0; если же 0>Ь> — 2, тогда 

это выражете при 9 ==^ т представляется въ виде •^; но изъ фор- 
мулы (14), которая получается при раскрыли неопределенности, мы 
видимъ, что съ приближешемъ 9 ^'ь у скорость V также прибли- 
жается къ нулю. 
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Для опред'Ьлешя времени движешя въ елучаФ 0> &> — ^2 по* 
служить формула (15); при ф = ^ подъинтегральная функщя даетъ 

-^, но формула (16), которую находимъ, раскрывая неопред'Ьленность^ 
показвжаетъ, что при — 1 > Ь > — 2 подъинтегральная функщя 
остается конечною въпред^^ахъ интегрировашя; если же 0>&> — 1^ 
тогда формула (16) при ^ = у обращается въ безконечность порядка 
ниже перваго, и, следовательно, интегралъ получаетъ также конеч- 
ное значеше; въ случа* Ь < — 2 въ формул* (15) верхнимъ пред-Ь- 
ломъ интеграла вместо -^ будетъ 9^^ , и, следовательно^ подъинтег- 
ральная функщя остается конечною въ прбдЪлахъ интегрировашя; — 
заключаемЪу что при &<0 время движен1я ^^ конечно. 

§ 4. Скорость изменяющей массы равна нулю. 

Разсмотримъ теперь задачу § 2, изменивши въ ней только одно 
услов1е, именно предположимъ, что скорость измтьняющей массы 
равна нулю. 

Уравнешя движешя въ декартовыхъ координатахъ, если ось Оу 
направимъ по вертикали внизъ, по разд^^еши на массу точки, будутъ: 



но 



х''= ■ 


к , 
ш 


— 


1 йт 9 
т Л ^ 


у'^д- 


к / 


— 


1 дт 9 






^у 





следовательно, обозначая 

т 

получииъ уравнешя движешя въ вид^Ь: 






(17) 



9* 
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Ур. (17) ии'Ьютъ тогь же видъ, что и ДЕфференц1аяъння урав- 
нен1я задачи § 2 въ деБартовнхъ координатахъ; разница заЕлючается 
въ томъ, что фунЕЩя Р{8) иожбтъ получать не тольБО положительння, 
но и отрицательння значешя для ноложешй движущейся точки, — 
именно тогда, когда иасса точки уменьшается и притомъ -^ < — к; 
но легко вид^Ьть, что всЬ формулы^ который мы вывели въ § 2 при 
интегрироваши уравнешй (6) и (7), им']Ьютъ м^Ьсто и въ томъ случа'Ь, 
когда /*($) < 0; следовательно, эти же формулы даютъ намъ рФшеше 
и настоящей задачи, если заменить въ нихъ /*($) чрезъ Р{8). 

Возьмемъ частный случай, когда 

гд^Ь ажЪ постоянныя величины. 

Пусть наприм'Ьръ, движется въ воздухе тяжелый однородный 
шаръ, брошенный наклонно къ горизонту; при этомъ масса шара 
изменяется всл*Ьдств1е того, что на всей его поверхности происходить 
присоединеше или удалеше частицъ такимъ образомъ, что изменеше 
рад1уса пропорщонально длине пройденнаго пути, а скорость центра 
инерщи изменяющихъ частицъ равна нулю; сопротивлен1е воздуха 
предполагается пропорщональнымъ квадрату скорости и площади 
большого круга шара. 

Обозначимъ чрезъ г^ рад1усъ шара въ начальный моментъ, поло- 
жимъ «0=0, тогда радхусъ шара г = г^-ь ее, гд* постоянная вели- 
чина е ^ 0. 

Пусть сопротивлеше, разсчитанное на единицу площади большого 
круга при скорости, равной единице, будетъ к^ ; плотность шара а, 
тогда 

к 1 с2т р1 



где 



1^ = Й-*-Зе. 



Можетъ бы7ь |1. = О, именно въ томъ случае, если рад1усъ шара 
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убываетъ и притомъ такъ, что е = — ^^; ур. (17) показываютъ, 

что тогда центръ шара движется такъ же^ Еавъ движется въ пустоте 
тяжелая точка постоянной массы. 

При 11.^0 жн получаемъ случай^ когда 

гд* а = ?^ я Ь = -. 
л ц ц 

Если рад1уеъ шара возрастаетъ или если онъ убываетъ, но такъ, 

ЧТО е> — ^^, будетъ а>0 и, следовательно, мы им-Ьемъ случай, 
который уже разсмотр'Ьнъ въ предыдущемъ параграф'^. 

Намъ остается разсмотр^ть тотъ случай, когда радаусъ шара 

убываетъ, но такъ, что е < — -^ и, следовательно, а < 0; при 
этомъ будетъ Ь>0. 

Все формулы отъ (8^ до (12^) имеютъ место и при а<0; раз- 
ница заключается только въ томъ, что въ некоторый изъ нихъ будутъ 
теперь входить мнимыя величины. 

Мы получимъ формулы, содержащ1я только вещественный вели- 
чины, если въ формулахъ (З^) — (1 2^) заменимъ а -^ Ьз чрезъ 
— (а-4-Ь5) и, кроме того, въ формулахъ (101), (Их) ^ О^^х) *^^" 
житель 2 н- Ь чрезъ — (2 -+- Ь). 

Движете разсматривается на пути отъ в =0 до 8 = — у = — ~, 
следовательно, до того положен1я, въ которомъ рад1усъ шара обра- 
щается въ нуль. 

Въ этомъ положеши 9 = ?1 ) ^Р^ ^^^^ ?1 ^^'^ корень уравненк: 
Ф = О, удовлетворяюпцй услов1ю: <Ро<?1< у? скорость точки при 
(р=Ф^ безконечно велика. 

Заметимъ, что формулы, представляюпця решен1е задачи настоя- 
щаго параграфа, при /? = О даютъ решеше задата о движеши еъ 
пустотгь тяжелой точки, масса которой есть функщя длины прой- 
деннаго пути въ предположенш, что скорость изменяющей массы 
равна нулю; въ случае шара, рад1усъ котораго: г^г^г^-^ еа, мы 
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им4вмъ зд-Ьсь а>0, когда рад1усъ возрастаетъ, и а<0, когда ра- 
дхусъ убываетъ. 

§ 5. Скорости изменяющей массы и точки направлены по одной 

прямой. 

Уравнешя (1 7) получаются и въ тоиъ случа'Ь, когда въ зад ач'Ь § 2 
<$удетъ дано, что скорость шмпняющей массы и скорость точки 
направлены по одной прямой и притомъ отношенге скоростей 
есть нгькоторая функцгя длины пройденнаю т>очною пути. 

Пусть X будетъ отношеше скорости изи^^няющей иассн къ ско- 
рости точки, взятое со знаконъ н- или — , смотря по тону, направ- 
лены ли скорости въ одну сторону или въ стороны противоположный; 
X есть данная функщя отъ 8, въ частности, величина постоянная. 

Уравнен1я движешя точки могутъ быть представлены въ вид'Ь: 



полагая въ нихъ 



получимъ ур. (17) и, сл^Ьдовательно, формулы, выведенный въ § 2, 
даютъ р'Ьшеше задачи въ указанномъ зд'Ьсь бол^Ье общемъ случа'Ь. 



Тк случаи, въ которыхъ или еЬть прибавочной силы, или ско* 
рость изм'Ьняющей массы равна нулю, можно разсматривать какъ 
частные по отношешю къ случаю, когда проекщи прибавочной силы 
выражаются по формуламъ: 

5(Х-1)а;', ^(Х-1)у', ^(Х-1)/, 
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гд'Ь X величина, вообще говоря, перем'Ьнная, конечная и непрерыв- 
ная во все время движешя: они получаются отсюда, полагая X = 1 
и Х = 0. 

Въ атонъ случае югутъ быть указаны н'Ькоторыя свойства дви- 
жешя тяжелой точки и тогда, когда иы возьмеиъ задачу въ самомъ 
общеиъ вид'Ь, не дЪлая никакихъ предположешй относительно вида 
функщй, выражающихъ массу точки и сопротивлеше среды, кром^^ 
того, что масса точки остается положительной величиной, а сопро- 
тивлете среды направлено противоположно скорости. 

Въ самомъ д'кгЬ, направлен1е силъ, приложенныхъ къ точкФ, 
указываетъ на то, что траектор1я точки заключается въ вертикаль- 
ной плоскости и обращена своей выпуклостью вверхъ; зат'Ьмъ, если 

^(Х-1)<0, 

ТО для разсматриваемаго движен1я, какъ видно изъ ур. (1), им^ютъ 
нЪсто гк изв-Ьствыя свойства; которыми обладаетъ движеше тяже- 
лой точки постоянной массы независимо отъ того, какъ выражается 
сопротивлеше среды, а именно: до гЬхъ поръ, пока точка не достиг- 
нетъ наивысшаго положен1я, уменьшается и скорость точки, и раЛ1усъ 
кривизны траекторш; дал'Ье, если точка перейдетъ чрезъ наивысшее 
положеше, продолжается уменьшеше скорости до н'Ькотораго поло- 
жешя, и рад1усъ кривизны также уменьшается н'Ькоторое время; за- 
тФмъ, если мы возьмемъ два положешя точки, лежалця на одномъ 
уровне, — одно на восходящей части траекторш, другое на нисходя- 
щей, то оказывается, что для второго положешя нижеслфдуюпця 
величины будутъ меньше, ч^Ьмъ для перваго: скорость точки, гори- 
зонтальная проекщя скорости, острый уголъ, образуемый направле- 
шемъ скорости съ вертикальною линхей, и длина дуги тралкторш, 
отсчитываемая отъ наивысшаго положен1я. 



ДВИЖЕН1Е ТОЧКИ ПРИ ДЪЙСТВШ ЦЕНТРАЛЬНОЙ 

СИЯЫ. 



§ 1. Уравнены дв11жен|я и сл-ЬдствЁя ихъ. 

Обозначимъ чрезъ Р величину центральной силы, взятую со зна- 
Боиъ -«- или — , смотря по тому, будетъ ли сила отталкивательной 
или притягательной; чрезъ В — величину сопротивлен1я среды; чрезъ 
а, р, у — нроекцш на координатный оси скорости изм^Ьняющей массы; 
тогда, принимая центръ силы за начало координатъ, мы получимъ 
уравнешя движешя точки перем^Ьнной массы въ вид'Ь: 



рд* г рад1усъ - векторъ точки. 

Укажемъ н'Ькоторыя сл'Ьдствхя этихъ уравнен1Й прежде всего 
для того случая, когда при измФнеши массы ударовъ не про^ 
исходить: 

1 . Изм^Ьнеше массы не вл1яетъ на движете, если сила пропор- 
щональна масс^ точки и сопротивлен1е среды не принимается во 
внимаше. 
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2. Задача о движен1и точки въ пустоте решается въ ввадрату- 
рахъ, если масса точки и величина силы выражаются какими-либо 
функщями разетояшя точки отъ центра силы. 

3. Задача о дви2ен1и точки переменной массы въ сопротивляю* 
щейся среде приводится въ задаче о движеши точки постоянной 
массы въ среде, плотность воторой изменяется по известному завону. 
Въчастномъ случае, вогда сила пропорщональна разстоянш и сопро- 
тивлеще среды пропорщонально сворости точви, уравнешя движенк 
точви будутъ уравнешями Ривватн, если, напримеръ, масса и по- 
верхность тела, отъ вотораго мы переходимъ въ точве, изменяются 
въ зависимости тольво отъ времени. 

Изъ техъ случаевъ, въ воторыхъ при измененш массы прогюаЮ' 
дятьудары^ мы разсмотримъ нижеследуюпце четыре случая, пред- 
полагая при этомъ, что сопротивлеше среды не принимается во вни- 
маше и, следовательно, въ уравнешяхъ движешя 22 = 0. 

1-й случай. Сворость изменяющей массы равна нулю: 

Уравнешя движешя допусваютъ три интеграла площадей, следо- 
вательно, точва движется въ плосвости, завлючающей центръ силы, 
и севторхальная сворость точви въ этой плосвости обратно пропор- 
щональна ея массе: 

г« ^ — А 

где с величина постоянная. 

Если масса точви и величина силы зависятъ тольво отъ разстоя- 
н1я между точною и центромъ силы, существуетъ еще интегралъ: 

— {тV)^ = ^ тР Лг -^ Сопв*. 
и, следовательно, задача решается въ ввадратурахъ. 
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Зам'ЬтимЪу что въ атомъ случа-Ь, вводя ъж±сто I переменную т 
посредствомъ уравнешя: 

какъ указано въ § 9, гл. П, иы получииъ уравнешя движенк въвндФ: 

-г-у =^ тг — 

ах* г 



И такииъ образомъ приведемъ нашу задачу къ задаче о движенш 
точки постоянной массы при д'Ьйств1И центральной силы, величина 
которой выражается функщей разстоян1я. 

2-й случай. Скорость изменяющей массы направлена по одной 
прямой со скоростью точки: 

_« А — X \ 

а/ ~ у' ~ «' ~ 

Уравнешя движен1я допускаютъ два интеграла: 

уг—гу == с; {ху—ух) 
ят! — хя = С, {^у — ух\ 

и, следовательно, движеше точки происходить въ плоскости, заклю- 
чающей центръ силы. 

Если отношен1е X величина постоянная или функщя отъ т, то 
для движешя точки въ атой плоскости имеемъ интеградъ: 



дт 









Если при этомъ масса точки и величина силы выражаются неко- 
торыми функщями разстоян1яу то задача решается въ квадратурахъ. 
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Въ сакомъ кЬлЬу полагая 



, г 



X 
т 



нн получаеиъ уравнешя двихешя въ вид'Ь: 

; т 



— 2 
^, = т€ Ру 



интегралы Боторнхъ внражаютея въ ввадратурахъ. 

Пусть, наприиФръ, разснатривается движеше кометы при прибли- 
женш ея къ перигел1ю, допуская, что масса кометы уменьшается и 
ножетъ быть выражена н-Ькоторой функщей разстояшя кометы отъ 
«олнца; тогда уравнешя движешя интегрируются въ квадратурахъ, 
если предположить, что скорость центра инерщи отд'Ьляющихся час- 
тицъ или равна нулю или направлена по одной прямой со скоростью 
вометы, причемъ отношеше этихъ скоростей есть или величина 
постоянная или н*Ькоторая функщя разстояшя между кометою и 
солнцемъ. 

3-й случай. Скорость изменяющей массы направлена по пря- 
мой, соединяюи^ей точку съ центромг силы: 

— = А = -I 

« у в* 

Уравнешя движешя допускаютъ три интеграла площадей, сл'Ь- 
довательно, точка движется въ плоскости, заключающей центръ силы, 
и сектор1альная скорость точки въ этой плоскости обратно пропор- 
Ц10нальна ея массЪ. 

4*й случай. Масса точки и проекцги геометрической раз- 
ности ьр меоюду скоростями измгшяющей массы и точки вира- 
оюаются данньши функцгями времени: 

^5(«-*')=/;(о, ^'^Ф-у)=т> ^5(т-'')=/'»(о. 
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Предполагая, что центральная сила пропорцюнальна иасс^Ь точке 
и н'&БОторой фунБцш разстоян1я: 

Ж=:т 9 (г), 
мы получаемъ сл'бдуюнця уравнен1я двигешя точки: 



Пусть 2^1 (<), Р^ {1\ 2^3 (О <5удутъ функщи, вторыя производный 
Боторыхъ соотв'Ьтственно равны (^ (1), (^ {1)^ (^ (0; тогда, полагая въ 
полученныхъ уравнен1яхъ: 

мы придеиъ въ задач^Ь о движенш въ пустот'Ь точен постоянной 
массы при дМстихи центральной силы, центръ которой движется 
даннымъ образомъ. 

Если геометрическая разность ьо сохраняетъ постоянное направ- 
леше, то, взявши ось Ох параллельно и^, им^^емъ: 

/;(0 = ^Й«', Г,(0 = 0, /-,(0 = 0; 

пусть при этомъ центральная сила д'Ьйствуетъ по закону Ньютона; 
тогда, если масса точки и геометрическая разность ю удовлетворяютъ 
условш: 

1 дш 

гд*! а величина постоянная, задача о движенш точки решается въ 
квадратурахъ. 

Въ самомъ д'бл^^, уравнешя движен1я въ зтомъ случа'Ь им^ютъ 
тотъ же видъ, какъ въ задач'Ь о движенш тяжелой точки постоянной 
массы, притягиваемой неподвижнымъ центромъ по закону Ньютона;. 
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последняя 26 задача уже решена, — она была предиетоиъ изслЬдо- 
ван1й СЬ. СеПёпег и А. де 8а1п1;-0егта1п. 

Въпосиертномънемуар'ЬСЬ. Се11ёг1ег: ^N0(6 аиг ипе ^и€8^^<т 
Ле тесап^^и€'' (ВиИеИп дев 8с1епсе8 та^;Ьёша1л^ие8, 1;. ХУ, рр. 146 — 
162, 1891), кромок интеграла площадей въ горизонтальной плос- 
Боети и интеграла живой силы, получается трет1й интегралъ т'Ьмъ же 
способоиъ, какииъ пользовался Эйлеръ при рФшеши задачи о дви- 
хети точки, притягиваемой къ двуиъ неподвижнниъ центрамъ по 
закону Ньютона; въ статье А. де 8а1п1;-0егта1п: ^оиVетеп^ 
Л^ип рогп1 р€8ап1 аШгёраг ип роЫ ^ шьаги 1а Ш йе К€Ьо1оп^ 
(КопуеПев аппакв (1е Ма1;Ьёша1;14ие8, III вёпе, 1;. XI, рр. 89 — 97, 
1892) прим'Ьняется методъ Гаиильтона-Якоби и р^Ьшеше задачи 
приводится къ квадратурамъ. 

Такимъ образомъ задача о движеши въ пустотЬ точки, притяги- 
ваемой неподвижннмъ центронъ по закону Ньютона, р'Ьшается въ 
квадратурахъ, если, наприм'Ьръ, масса точки выражается показа- 
тельною функц1ей: т = т^е^^ а геометрическая разность и) остается 
постоянною по величин'Ь и направлен1ю, или, если масса точки изи'Ь- 
няется пропорщонально времени, а геометрическая разность V) про- 
порщональна масс^Ь и постоянна по направлешю* 



ДалФе мы приведемъ примеры, относящееся къ тремъ предыду- 
щимъ случаямъ, именно таюе, въ которыхъ масса точки выражается 
функщей времени и уравнен1Я движетя при д'Ьйств1и центральной 
силы, пропорц10нальной массЬ и н'Ькоторой степени разстояшя, 
интегрируются въ квадратурахъ. 

§ 2. Введен1в въ уравиен1я движен1я точки н^которыхъ новыхъ 

перем'Ьнныхъ. 

Когда масса точки выражается данною функщей времени, а 
также и въ другихъ случаяхъ, въ уравнен1и двиакешя точки по- 
лезно иногда ввести новыя перем'Ьнныя какъ вм'Ьсто декарто- 
выхъ координатъ точки, такъ и вм'Ьсто переменной, обозначающей 
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время; съ поиопц^ю такого преобразовашя перем^Ьнннхъ мы можеиъ 
въ нЪвоторнгь елучаяхъ данную задачу привеста къ задач^Ь извАет- 
ной, служившей уже предметомъ изсл%дован1й. 

Пусть новня перем'Ьнння будутъ ^, т), %, т, и мы разсмотримъ 
тогь случай, когда эти перем'Ьнныд связаны со старыми: х, у, ;ег, I 
посредствомъ уравнен1й: 

5=^т, У1=ут, ^=^т. <й=<р(ол....(1) 



Изъ ур. (1) находимъ: 



<1т 



= \{тгГ-^-Г') (2) 



гд* 

~ Л' ' ~л«> ? ~ л» 

и подобный же выражешя для производныхъ отъ т) и ^ по т. 

Изъ данныхъ дифференцгальныхъ уравнен1й движетя точки, съ 
помощью фориулъ (1) и (2), мы выразимъ вторыя производный по I 
огь Ху у, в чрезъ новыя перем'Ьнныя и ихъ первый производный по т, 
найденный выражешя подставимъ въ ур. (3) и въ два друг1я подоб- 
ный ему уравнешя, — и мы получимъ дифференщальныя уравненш 
движетя точки въ новыхъ перем'Ьнныхъ. 

Выбирая соотвФтствующимъ образомъ функцш /"(^ и (р(^, мы 
можемъ или только упростить эти уравнен1я или же привести ихъ къ 
уравнен1ямъ, уже изсл^Ьдованнымъ. 

§ 3. Прим%ръ, въ которомъ скорость изменяющей массы равна 

нулю и т = ^^. 

Для примера возьмемъ тогь случай, когда разсматривается дви* 
жен1е въ пустогЬ тЬла, элементы котораго притягиваются по закону 
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Ньютона Бъ неподвижнояу центру, въ првдположенш, что наеса т^ха 
уввшчЕваетея еъ течешемъ временн по вавону: 



1 — а*' 

гд% Шо Е а постоянныя подожительння величины, — вед^Ьдетше при- 
соединетя частицъ, центръ инбрц1И которнхъ и]гЬетъ скорость рав- 
ную нулю, приченъ гЬло сохраняетъ форму шара. 

Этотъ случай приводить насъ къ р'Ьшешю следующей задачи: 
Опредгьлить движете еъ пустопт точки, притягиваемой 
кв началу координатг по закону Ньютона, предполагая^ что 
масса ея возрастаешь по закону: 



1 — ае» 



гдгь т^и а постоянныя полооюительныя величинЫу и притом^ 
скорость прибавочной массы равна нулю. 
Уравнешя двигешя представляются въ вид'Ь: 



гд4 





Г 


г» 
I: У 


а / 




Л2 ~ 


• •••••••••а 




= Уж« 


-ьу». 





(4) 



Вводииъ новня переменный, полагая: 



_ у 



аг 



Преобразованный уравнен1я (4) будутъ: 



(б) 



ач_ 
ах* 

ах*~ 






*4 



(6) 
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ГД4 



Интегралы уравнен1й (6) язв'Ьетнн, сл^Ьдовательно, и уравне- 
Н1Я (4) моженъ теперь считать такДе проинтегрированными. 

Легко написать два интеграла ур. (4): одинъ изъ нихъ соот- 
в*Ьтетвуетъ интегралу площадей и получается непосредственно изъ 
ур. (4): 

ху — ух = С{\ —аЛ), (7) 

гд'Ь С постоянная произвольная; другой соотв'Ьтствуетъ интегралу 
2ИВ0Й силы; онъ просто выводится изъ интеграла ур. (6): 

гд'Ь Ь постоянная произвольная, — подставляя вместо ^ и ^ ихъ 
выражен1я, Еоторыя получаются съ помопц>ю форнулъ (2) и (5): 



^ = ^(1-0/)-*. 2 о. I 
5? = |(1-«')-2«у) 



(2.) 



находишь: 



{х'* -*- у'«) (1 — «<)« -н 4 а (1 — аЛ) {хх' -н уу') -н 

_н 4а«г«-Н^^^=2Л (8) 



Для того, чтобы получить н11ЕОторое представлете о движеши 
точки М (х, у), ин можемъ разеиатривать ^ и т), ваЕЪ координатн 
точки аМ, которая движется во вреия т. 
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Интегрируя поб1'Ьднее изъ ур. (5), выражающее зависимость 
недду перем'ЬнннмЕ < и т, находииъ: 

^ 2а(1 — а<)« ^^ *' 

Для опред&[ешя постоянной Г подогимь, наприн'ЬрЪу что мо- 
менту { = соотв-Ьтствуеть т = 0; тогда 



и мы имФемъ: 



откуда 



г = _ 1, 



1 н- 2 ОС"? = тк9 



< = ^ 



« а У1-ь2 



ат 



Движете точки М мы разсматриваемъ въ течете промежутка 
времени, закдючающагося въ пред'Ьлахъ: 1 = — оои< = — ; соот- 
в4тствующ1я значетя т лежать между т = — ^ж ^=-+-00, при- 

чемъ т возрастаеть вм'ЬстЬ съ возрастатемъ <; 

Въ моментъ { = точки Мш <М совпадаютъ. 

Изъформудъ(5)сд'Ьдуегь, что точка М въ моментъ I и точка о/П 
въ соотвФтствуюпцй моментъ т находятся на одной прямой, прове- 
денной изъ притягивающаго центра О; такъ какъ при возрастати { 
возрастаеть и т, то эта прямая при движети точекъ М я <М вра- 
щается вокругъ центра О, причемъ отношен1е разстоятй ОМш ОсМ 

-1=(1-аО« 

убываетъ съ течетемъ времени. 

Точка (М описываетъ элдипсъ, параболу или гиперболу, смотря 
по тому, какое значен1е — отрицательное, нулевое или положитель- 
ное — им'Ьетъ постоянная величина А, которую мы опред'Ьляемъ съ 
помощью ур. (8): 

1 л 

*='2 ^0 ■+- 2аГоУоСо8(Гог;о) н- 2а«г»о — — • 

10 



146 Глава VII, § 3. 

I. Траектор1я точки М элляпсъ. 




Черт. 3. 

Точка Ж описнваетъ вокругъ точки О дугу кривой, ии'Ьющей 
вядъ спирал, постепенно приближаясь къ этой точк<Ь (черт. 3). 

Возьмеиъ какой-нибудь определенный рад1усъ векторъ, напри- 
«■брь, ОД), причеиъ Л/о обозначаеть положеше точки Ж въ мо- 
ментъ ^=0; время, которое точка Л!' употребляеть для того, чтобы, 
выйдя изъ н^Ькотораго подожен1я на лиши ОЖ^^ снова пр1йти на эту 
литю, будегь продолжительность одного полнаго оборота точки Ж 
вокругъ точки О. 

Обозначимъ чрезъ Тпродолжительность одного оборота точки <М\ 
тогда продолжительность перваго оборота точки Ж^ слЪдующаго за 
иоиентоиъ ^ = О, будетъ равна: 

1 1 



продолжительность второго оборота: 



вообще продолжительность п-аго оборота: 



аУТ-ГяоГ аУ1-#-(пч-2)аГ 
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Отсюда нетрудно вид^^ть, что продолжительность одного полнаго 
оборота точки ЛГсъ течешемъ вреиенн уменьшается. 

Пусть т^ будетъ длина рад1уса вектора точки Ж посл4 п оборо- 
товъ, тогда 

— 1 

легко уб'Ьдиться, что длина, на которую уиеньшается рад1усъ векторъ 
точки Л1Г за время одного оборота, также уменьшается съ тече- 
шемъ времени. 

П. Траектор1я точки М парабола. 




Черт. 4. 

Обозначимъ чрезъ М^ (черт. 4) положеше точки <М въ моменть 



1^ 

2а 



тогда траектор1я точки Ж ^а^^тъ кривая, которая встр'Ьчаетъ пря- 
мую ОМ^ на безконечйости и зат^мъ, оставаясь по одну сторону 
этой прямой, пересбкаетъ параболу въ точк'Ь М^\ дал^е кривая при- 
ходитъ въ точку О, и точка Ж по м'ЬрЪ того, какъ М удаляется въ 
безконечность, приближается къ совпадешю съ точкою О въ моментъ 



а 



Такое заключеше сл'Ьдуетъ изъ того, что 



у р 

1-«-2ат' 



10* 



148 



Глава УП, § 3. 



а въ оуча'Ь параболическаго двихешя точки М отношеше ^ при 
возрасташи т до безконечности стремится въ нулю. 
Въ саноиъ д'Ьл^Ь, если 



р 

Р 1-1- Сове • 



уравнен1е параболы, то 



2 



гдф ажЬ суть прстоянння. 
Обозначинъ 



^ а (т -н Ь) = т„ 



тогда 






и, сл^^довательно, 



(т) = о- 

V ^ /т=оо 



Ш. Траектор1я точки М гипербола. 




Черт. б. 

Въ этонъ елуча'Ь такъ ке, какъ и въ предндущеиъ, траектор1я 



Глт "Ш. § 4. 14» 

точкж М ветр&чаетъ на безконечноети прямую ОМ^ (черт. 5), гд'Ь^ 
<М^ положеше точки о^ при 1; = — ~^; загЬмъ, оставаясь по одну 
сторону ОМу^^ пересЬваетъ гиперболу въ точк^Ь ЛГ^, но далФе она 
приходить не въ точну О, а въ точку А^ рад1усъ векторъ которой 

параллеленъ ассимптот'Ь и равенъ -^; по м'Ьр'Ь удалещя точки М 
въ безконечноеть, точка Ж приближается къ совпаденш съ точкою А 

въ моментъ ' = ■-; — въ этомъ нетрудно убедиться. 

Изъ ур. (2^) находииъ: 

обозначииъ чрезъ и скорость точки (М въ моненгь т и чрезъ V ско- 
рость точки М въ соотв'Ётствуюпцй иоментъ 1^ тогда полученное урав- 
нете иохемъ написать въ вид'Ь: 

и, следовательно^ 

и 8ш {ию) = 2аг Зш (г!;) (9) 

При возрастанш я: до безконечности направлеше какъ скорости 
точки 0^9 такъ и рад1уса вектора точки М, приближается къ парал- 
лельности съ направлешемъ ассимптотн гиперболы; следовательно, 
разность между 8ш (иV) и вш {^V) стремится къ нулю, въ то же 

время величина и стремится къ У2Н\ поэтому изъ ур. (9) мы заклю- 
чаемъ, что при приближеши т къ безконечности, следовательно, ( къ 

1 ^/^К 

— величина г стремится къ -^. 

§ 4. Задача § 3 при а<0. 

Полагая въ формулахъ, который получаются при решеши преды- 
дущей задачи, 

а<0. 
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мы получинъ формулы, соотв^Ьтетвующя тому случаю движешя въ 
пустоте точки, притягиваемой по закону Ньютона, когда масса точки 
убываешь М.0 закону: 

въ предположен^ что скорость иамгьняющей массы равна нулю; 
при этоиъ проме&утокъ времени, въ течен1е котораго двихеше раз- 

сматривается, заключается въ пред&[ахъ: < = ~и< = н-оо. 
При возрастанш < отъ -^ до сх>, т возрастаегь отъ — оо до 

2а- 

Укажемъ н^Ькоторыя свойства двихешя точки въ настоящемъ 
случа'Ь. 

Точка Ж*, движете которой мы разсматриваемъ, въ моментъ I и 
точка о/П въ соотв'Ьтствуюпцй моментъ т находятся на одной пря- 
мой, вращающейся вокругъ притягивающаго центра 0; отношенхе 
разетояшй ОМ и 0<М съ течешемъ времени возрастаетъ. 

Если траектор1я точки (М эллипсъ, то точка М описываетъ 
дугу кривой, которая им'Ьетъ видъ спирали вокругъ точки О, посте- 
пенно удаляясь огь этой точки; продолжительность одного полнаго 
оборота точки М возрастаетъ съ течен1емъ времени, возрастаетъ 
также и прнращете рад!уса вектора точки М за время полнаго 
оборота. 

Траектор1Я точки М им^Ьегь видъ дуги кривой, изображенной 
на чертеж'Ь 3-мъ, 4:-мъ или 5-мъ, смотря по тому, какое коническое 
с'Ьчен1е описываетъ точка о^, если только движеше точекъ Мж М 
происходитъ по направлешямъ противоположнымъ гЬмъ, который 
на чертежахъ указаны стр^^ками. 

§ 5. Случай, въ которомъ задача о движен1и точки перемЪниой 

массы при Ж = Ыг** приводится къ задаче о движенж точки 

постоянной массы при дЪйствЫ той же силы. 

Возьмемъ случай бол^^ обпцй, когда на точку перекЬнной массы 
дМствуетъ центральная сила, пропорщональная массЬ точки и п-ой 
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степени рааетояшя, прнчемъ скорость изменяющей массн предпода- 
гаетея равною нулю; найдемъ, при какомъ законе измФнешд массы 
въ зависимости оть времени задача о двихенш этой точки въ пус- 
тоте посредствомъ вышеуказаннаго нреобразованш (1) приводится къ 
задач:Ь о движеши въ пустот^Ь точки постоянной массы при дМ- 
ств!и центральной силы, также пропорщонадьной масе1^ точки и п-ой 
степени разстояшя. 

Дифференщальныя уравненк движен1я точки представляются 
въ вид'Ь: 

^ = кхг — -^^ 



(10) 

9 I 



€Ру 7 II I 1 €1ш I 



Введемъ въ эти уравненк перем'Ьнныя: ^, у]^ т съ помощью фор- 
мулъ (1), (2) и (3); мы получимъ: 

-7^.(/Г^5-ьГ-2Г) (11) 

И второе уравнеше, которое отличается отъ ур. (11) только тФмъ, 
что буква ^ заменена буквой к]. 

ОпредФлимъ функщи /*, ф и т такъ, чтобы удовлетворялись 
сл'Ьдуюпця три уравнешя: 

•^ = Сопв! (12) 

1 йт ф' 2/ л ^,оч 

т~И'^^~Т~^ ^^^^ 

/Г^^-^Г-2Л=0 (14) 

Пусть п имЪетъ какое-либо положительное или отрицательное 
значеше, исключая п=1 ип = — 1. 
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Дифференцируя ур. (1 2), находимъ: 

±' _ II:!! /'. 
тогда^ур. (13) ножемъ написать въ вид-Ь: 

^_<7т пч-З / 

и, сл'ЬдовательнОу 

т = а/ 2 , (15) 

гдф а постоянная произвольная. 

Для опред1|[ен1я /* послужить ур. (14), которое представится 
въ вид'Ь: 

/Г= '-т^П; 

отсюда 

2 
/•= (6-НС0п-*-1, 

гдЪ & и с постоянння произвольнЕ1я, и, сл'Ьдовательно, 

т = а (& -нс^л-^-!. 

Обозначая чрезъ т^ иассу точен при I = О, находимъ искомый 
законъ изм'Ьнешя массы: 

пч-З 

т = то (1н-а/)пч-1, 
гд'Ь а = у какая угодно постоянная величина. 

Полагая въ формулахъ (1) 

2 Ь-и 

/*= (1 -♦-а<)я-н1, (р = ( 1 -н а<) 1-*-», 
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подучимъ соотв'Ьтствуюпця этому случаю формулы 11рбобразован1Яу 
съ помощью Боторыхъ ур. (10) приводятся Бъ уравнешямъ: 

(<г* — '^^Р 

57^ — *^? • 



Если центральная сила дМствуеть по закону Ньютона, то 
п = — 2, следовательно, 

И МЫ приходимъ ЕЪ тому случаю, который выше разсмотр^нъ въ § 4. 
' При п = 1 , когда сила пропорщональна разстоян1Ю, изъ ур. (1 2), 
(13), (14) мы найдемъ: 

ш = т^ (1 н- аи)^ 
/*=1-+-а<, (р=1. 

При п = — 1 т'Ь же уравнен1я намъ даютъ: 

^ ^ ««' 

§ 6. Случай, когда въ соответствующей задаче о движенж 
точки постоянной массы къ заданной силЪ присоединяется сила 

пропорцюнальная разстоян1Ю. 

Преобразованный уравненк (И) движешя точки интегрируются 
изв^стнымъ образомъ и тогда, когда им^ють м'Ьсто уравнен1я (12) 
и (13) и притомъ коеффиц1енты при ^ и 1г| въ первой степени суть 
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величины поетоянння; въ атоиъ случае вн'Ьето ур. (14) получаемъ 
уравнеше: 

/Г^5-+-Г-2Г=^/^?' (14») 

гд^Ь А величина постоянная. 

Съ помощью уравнешй (12)и(13)ур.(14^ приводится еъ виду: 

ГГ-^'^П = ВГ-'' (16) 

гд'Ь В величина постоянная. 

При п== 1 изъ ур. (16) находимъ: 

или 

{=Л^ 8ш оЛ-^В^ Со8 а/, 

гд'Ь а величина постоянная, и формула (15) даетъ 

т = ар. 
При п^ 1 первый интегралъ ур. ( 1 6) будетъ 

и, сл'Ьдовательно, ^ опред'Ьляется изъ уравнен1я: 

Г -т==^=^ = < -4- Сопв* (17) 

а зат^мъ найдеиъ и пассу точен т по фориул'Ь (15). 

Въ атонъ случа'Ь иы приходимъ еъ задач'Ь о движенш точен 
постоянной иассы, еъ Еоторой, нрои'Ь заданной центральной силы, 
пропорщональной п-ой степени разстоянхя приложена еще сила, исхо- 
дящая изъ того же центра и пропорщональная разстоян1Ю. 
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Законъ Е8иФнбн1я массы при п^ 1 выражается просто, если по- 
лолшть С= О ж В = Ь^; тогда изъ ур. (17) находижъ 

2 

и, сл'Ьдовательно, 

пч-8 

т=:то(1-*-а/)п— 1. 

Богда заданная сила д'Ьйствуетъ по закону Ньютона, эта фор- 
мула даетъ: 

т = то(1-на<) з. 



§ 1. Два принЪра, въ которыхъ скорость иам-Ьняющей массы 

но равна нулю. 

Въ заключете приведемъ два примера, изъ которыхъ въ одномъ 
скорость изменяющей массы и скорость точки направлены по одной 
прямой, въ другомъ скорость изм'Ьняющей массы направлена по лиши, 
соединяющей точку съ центромъ силы. 

1. Масса точки выражается формулой: 

гдп^ а полооюителшая или отрицательная постоянная величина; 
требуется опредгьлить движенге точки въ пустотгь при дпй- 
ствги сгмы притяоюенгя къ началу координатг по закону Нью- 
тона, предполагая^ что скорость измтьняющей массы направлена 
вьту же сторону^ что и скорость точки^ а по величинп^ вдвое 
менпе посл1ъдней. 

Уравнешя движен1я точки, по разд^ленш на массу, будутъ 

ЗР"" '^ г* 2т Л^ 

(18) 
й^ ^ У 1 с?т / 



й«« 



— '^ г» 2т Л У 
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Въ наетоящеиъ елуча'Ь 



1 с1т а 



2т Л^ 1^<и^ 

поэтому ур. (18) получаютъ тотъ же видъ, что и ур. (4), и, сйдо- 
вательно, рЪшеше задачи уже изложено въ § 3 и § 4. 

Вообще^ когда ин разсматриваемъ движеше двухъ точевъ пере- 
иФнннхъ массъ т^ и ш,, причеиъ скорость изм^Ьняющей массы для 
первой точки равна нулю, а для второй направлена въ ту же сто- 
рону; что и скорость точки, и по величин^Ь вдвое мен^е посл^Ьдней, — 
легко зам'Ьтить сл'Ьдующее обстоятельство: если къ точкамъ прило- 
жены силы, пропорщональныя массаиъ и дМствуюпця по одному и 
тому же закону, то при одинаковыхъ начальныхъ подожешяхъ и ско- 
ростяхъ точки движутся совершенно одинаково, если только 
т^ = См\ , гд'Ь С величина постоянная. 

2. Опредтьлить деиженге точки, масса которой выражается 
формулой: 

1 — а6 

гдгь а полооюительная или отрицателшая постоянная величина^ 
при дгьйствги силы притяоюенгя къ началу координать по закону 
Ньютона, предполагая^ что скорость шмпняющей массы на- 
правлена по радгусу вектору точки въ ту или другую сторону 
и притомъ квадратъ этой скорости обратно пропорцгоналенъ 
кубу радгуса вектора. 

Обозначимъ скорость измЪня&щей массы чрезъ и и пусть 



9 ь» 



причемъ мы будемъ брать е со знакомъ -«-, когда скорость и направ- 
лена ЁЪ сторону отъ начала координатъ, и со знакомъ — въ против- 
номъ случае. 
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7равнен1я двихешя точки, по разд'Ьлен1Е на насеу, представля- 
ются въ вид'Ь: 

(19) 

^ ГА _ «^ 1 у_ ?_ -/ ' 

Введет новнд перен^Ьнныя Н, ч, т посредствомъ ур. (5), тогда 
ур. (19) преобразуются въ слЪдуюпця: 






_ _ /1 _ ае\ 1 
"" \Р^ ?1) Р 

5?~ ""\р5" ~^ут- 

ТаБИиъ образомъ разсматриваемая задача приведена къ задач'Ь 
о движенш точБИ постоянной массы при д4Яств1и двухъ централь- 
ннхъ силъ съ общинъ центроиъ, изъ которнхъ одна слФдуетъ закону 
Ньютона, а другая есть сила притягательная при ое < О, отталки- 
нательная при ае > О, и по величин'^ обратно пропорщональная сте- 
пени у разстоян1я точки отъ центра силы; отсюда сл^Ьдуетъ, что 
наша задача решается въ ввадратурахъ. 



>т< - 



ПРИЛОЖЕНШ. 



011ред&1ен1я маооы, встр'ЬчающДяоя въ н^которыхъ 

оочинен1яхъ по механик'Ё, 

Хемг(оп. РНйоаорНгае па^и^а^%8 ргтЫрга та^кетаЛгеа. 1687. 

«гВеГ1П1(1о1. ^пап^^^а8 та1епае ев! шепзпга е^а8с[ет ог1а ех ИИиз деп- 

81(а1е еЬ тл^Нийте соп^хтсИт Напс ап(ет даапШа^ет аиЪ попшге 

согропа те1 тавяае ш ведпепИЪиа раваип 1п1;еШ90. 1ппо1еаси еа рег сог- 
ропа сщ'аадае ропс1аа: пат ропЛеп ргорог^юпакш еаае герег! рег ехреп- 
теп1;а реп(1а1огпт ассигаШахше 1п8(11;а1а. ...» 

Б'А1атЪег1 въ ТгаШ йе Аупат^^ие, 1743, не даетъ опред^^ешя массы. 

Еа1ег. МесНапгса агге 1По1и8 вЫепНа, 1736. 

На стр. 82 ны встр-^^чаемь такое и'^^сто: «а! пшаадпе согрпаспИ тазва 
вей рапЛил. .,.»; ран^^е опред'1^а[ен1я массы не дается. 

Еа1ег. ТЪеог%а то1и8 еогрогит 8(Л<с1огит вей тгдхйогит, 1765. 

р. 57. «БеГ1п1110 15. Мавва согропа те1 диапШса ша^епае тоса1аг даап- 

Шаа 1пег(1ае, даае 1п ео согроге 1пе8(, даа 1ат 1п а1а1а апо регаетегаге, 

дпаш отш тп1а11ош ге1ас1ап сопа1иг». 

р. 71. «. . . . И1ега А тего е^п8(1ет согропа тсават (1епо1а1, сгдаа сортШо 

рег ае оссаШог ех Ьос храо аа113 с1аге регс1р1(иг, дио(1 ак роп(1еп рго- 

роКюпаИао. 

Ьа^гап^е. Мёеапгдие апа1ч/Идие. 1788. 3-те ё(1. 1858. Т. I, р. 59. 

сОп ааН дае 1а ртауИё л^И уег11са1етеп1; е!; ргорогИоппеИетеп! 11 1а 
таввел; зд']^сь впервые встр']^чается слово атааае», — отд'кжьнаго опред^^- 
летя массы авторъ не даетъ. 

Ьар1асе. ТгаШ йе тёеапгдие еШяЬе, 1799. Т. I, р. 40. 

«Ьа тавве <1'пп согра еа! 1е потЪге (1е аеа ро1п1а та1бпе1а»; но понятхе 
арош1; та1ёпеЬ, которое появляется на стр. 4, оставлено безъ опре- 
д'Ьлен1я. 

Ро1ааоп. ТгаШ йе тёеапгдие. 1811. 2-те ё(1. 1838. Т. I. 

р. 1. «Ьа та11ёге еа<; 1ои1; се ^а^ реп); ав'ес(ег поа аепа д'опе ташёге дпе!- 

сопдие. ... Оп арреИе тавве (1'ип согра 1а ^аап1^(ё де та11ёге <1оп1; П еа! 

сотроаё». 

р. 107. «Ье ро1(1а <1'ап согра еа! еп гахаоп сошроаёе с[е аа тмве е! с[е 

РШепзиё (1е 1а реаап1еиг (1апа 1е Иеа ой 11 еа! а1!иё». 
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Ро1П8о1;. Шётегиа йе НаИдие, 5-те ё(1. 1880, р. 176. 

«Ье ро1(18 (1*ип согрз еа^ ргорогИопе! аа потЪге с[е8 то1ёса1е8 да! 1е сотро- 
8еп1; оа II 1а диап111ё с1е та11ёге ^а*^1 гепГегте, е( дае Гоп потше ва 1>мм8е»* 

В о иг. Соитв дл тёеатдие еЬ таМпез, 81аЩгле. 1868. р. 18. 

«11 ех181е (1ап8 1е8 согра ипе дпаШё еп уег1;и <1е 1адие11е На <1Ш&геп1 1е8 
ипз (1е8 ап^геа аа рош1 Ле тие тёсашдие, е! (1о1|1 од гесоппаИ; Гех181;апсе 
раг 1ез ассё1ёга110П8 р1аз од шоша ртад(1е8 да'Иа ёргоитед^ де 1а раг1 
й'иде тёте !6гсе. . . . Сеие ^иаШё еа! се ди'од дотте 1а тавве; еЬ Год 
ф1; дае с1еих согра, диеИе дие воН 1еиг давите сЫт1дае, од! 1а тёте 
тавзе, кгадие, аоппиа & Гшваедсе с1'иде тёте Гогсе, Па асдшёгед! дев 
уНеазеа ё^а1ез йада (1еа 1етр8 ё^аах». 

8сЬ еИ. ТНеоНе с^ег Веюедипд ипЛ йег Етй/и, 1870. 2 АдГ. Вс[. П. 1880. рр. 1-8 
«е.... кОддед ▼1г 2, 3, 4, . . . .т сод|в;гаед1е 878!ете (И1с^ющ1я одина- 
ковое движенхе) йЪегешаддег1а^егд, ▼екЬе еш Ое8атт!8у81ет уод (1ег- 
8е1Ъед Ве^ертд^ ЫМед, с[1е ахе 8е1Ъ81; ЪевИгед, ш ▼екЬет аЪег зе<1ег 
Ридк!; а18 еш 2, 3, 4 ....т ^еКЫ^ег Рпдк( аа1гиГа88ед 181.. •• Мад 
кадд (1ед СоеШс1ед1ед т, ^екЬег (11е диаИ(;а11Уе Уег8сЫе<1едЬе11; (1ег 
8у81етрадк1е сЬагак(еп81г1 ид(1 хЬге ВевсЫеширтд^асарасНА! а11ег 
ОгсКдал^ед тхза!, с1ед Ве8еМеип^дипдзеое^^^с^еп^еп <1ег8е1Ъед деддед .... 
Рйг (Не 1Д сНеает ВасЬе (1игсЬ2иГйЬгед(1ед Ве1гасЬ1ад|^ед 1У1гс1 ез а1в 
сод8(ад1; ад^доттед идд 81;еЬ! дхсЫв 1т ЛУе^е, Шд Ше Мавее га деддед, 
оЪ^]е1сЬ о^езег Нате д1сЬ! Ше АП^етехдЬе!! зешев '\Уе8ед8 аа8с1гаск19. 

Роасе1е1;. Соигз де тёеапгдие, 1874* Т. I. р. 11. 

« . . . . 1е гаррог! т (т = -^, гд']^ р в^съ т&1а и д ускоренае силы тя- 

жести), дд! ёетеаге Ш(1ёред(1ад1 де Гш1ед81(ё <1е 1а ртаУ11ё ед сЬадае 
Иеа, евЬ ргёсхзётед! се дде Год еа! содуеда (1е доттег 1а тавве йп согрв; 
с[ёвд11;10д да'И 1ва1; аётеИге вадз а'етЪагаазег (1е8 х^ёез рЬуа^^ие8 оа тё1а- 
рЬу81даез ^и'од у аНасЬе дае1диеГо18». 

К 1 г сЬ о ГГ. УоНевипдеп йЬег та1КетаИвсНе РНувгк. МесНапхк, 1876. 8 АдГ. 1883. р. 22. 
Разсиатривая систему точекъ, подчиненныхъ связяхъ, авторъ пишетъ 
уравнетя движен1я какой-либо «-оЙ точки въ такбмъ вид^^, что въ 
л^^выxъ частяхъ стоятъ только вторыя производныя отъ координатъ 
по вреиени, а въ правыхъ множители, соотв']&тствующ1е различнымъ 
связямъ, разд'киены на положительную величину т{. «Бхе бгбзаед ш,, 
Шз,- . . . деддед шг дхе Ммвеп Лет та1епе1]ед Радк1е 1, 2,. . . .» 
р. 35 йМ = 2 т. . . . тад дедд! (1адд М ак (Не Ысиве йев Зуз^етез». 

I. Сомовъ. Рацгошиьная механика, 1877. Часть П. стр. 173—174. 

«Сумма т = ^[1 динамическихъ хоеФФищентовъ в'1&совъ натерхальныхъ 
точекъ, составляющихъ т1^ко, называется влеомою массою т^^а». (Дина- 
мическимъ коеФФищентомъ авторъ называетъ отношеше постоянной 
силы, дМствующей на иатер1альную точку, къ тому ускоретю, которое 
эта сила сообщаетъ точк'Ь). «гВ^^сомая масса т&1а пропорщональна коли- 
честву эквивалентныхъ (т. е. им']^ющихъ равные динамическ1е коеФФи- 
Ц1енты) матерхальныхъ точекъ, въ немъ находящихся; на этомъ основа- 
Н1И в']^сомая масса тЬла разсматривается, какъ количество матерш г]&ла». 
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Т11от80пап(1Та11;. ТгеаШе оп паШгсй рНИоворНу, 1879. Р. I, р. 220. 

«ТЬе ^аап1;^1у оГ МаНег 111 а Ъос1у, ог, ав 1ге по^г саИ И^ %Ъе Маяв оГ а 
Ъо(1зг, 18 ргорог1юпа1, ассог^шд 1о Ке^оп, 1о 1Ье Уо1ате апд 1Ье Бепвиу 
со1до1п11у. 1п геаИ(у, 1Ье с1еЯшиоп ^1Уе8 ив (Ье теапш^ оГ (1е11111у гаШег 
оГ тааз*. 

Д. Бобылев ъ. Курсъ аналитической механики, 1884. Часть П, стр. 23 — 24. 
«Количество матер1И т^а называется массою его. 
Опред']&лен1ее. Отношеше иассъ двухъ т*]^ ль обратно пропорщонально 
отношетю ускоретй, сообщаемыхъ этимъ т^^амъ однородныни и прямо- 
противоположными силами взаимоА'1^йств1я между ними или вообще 
какими бы то ни было равными между собою силами, однородно • прило- 
женными къ этимъ т^^амъ. Вм1^сг1^ съ тЬмъ отношете массъ двухъ 
т'^лъ равно отношен1Ю величинъ однородныхъ силъ, сообщающихъ рав- 
ный ускорешя этинъ т^ламъ. . V . Масса т^а равна суми1^ массъ всЬтъ 
частей его». 

Ва^де. Айдетегпе МееНатк йег Рипеи ипй в(аггеп ВувХете. 1890. В. I, р. 125. 
«В1е {ге1е КгаГ1/, ^екЬе аш Ебгрег А 1ЪЬХщ 181, 181 6а8 Рго(1ис1 {/г^гди) 
аа8 1) (1ег Ве8сЫеип1ртп^ й уоп А^ 2) с1ет ве^1сЬ<; ^ топ Л, 8) ешсг \п]1- 
кйгИсЪ гп ^1кЫеп(1еп Соп81ап(е с, Л1е аЪег Шг а11е А <11е8е1Ье, а]80 (1пгсЬ 
е1пе еш21^е '\УаЫ еш ГОг аПета] Ъе811тт1 18(. . . . Ва8 Рго(1ис1 1^ пеппеп 
▼1Г деп Тг&к11еН8сое(!бс1еп1еп о(1ег д1е Мавве уоп А. 

АрреИ. ТгаШ йе тёеатдие гаНоппеИе. 1898. Т. I, р. 87. 

«Ьа та88е д*ип рош1 та1ёг1е1 ее! 1е гаррог! соп81ап1; ^ш ех181е еп1ге 
1'ш(еп81(ё д'опе &гсе соп81ап1е е! 1*ассё1ёга11оп ^и'е11е 1трг1те аи рош1» 

Нег12. Вге Рппв^р^еп йег Мескапхк. 1894. ве8ат. ТУегке. В. Ш, 54. 

сВеПп1110П 1. Еш Маввеп^еПсЬеп 18( еш Мегкша!, дшгсЬ ▼екЬеа ^г 
ешеп Ъе81шт1еп Рапк! дев Каитеа га е]пег ^^еЪепеп 2е11; ешдепИ^^ 
2иог(1пеп е1пет Ъе8111пт1еп Рапк1е с1е8 Ваите8 ги ^е(1е^ апдегеп 2е1(. 
^е(]еа Маваеп^еИсЬеп 181 ипуег&пёегИсЬ ипё ип2ег816гЪаг. 
ВеГ1П1иоп2. В1е 2аЫ дег Ма8веп(е11сЬеп ш ешет ЪеИеЫ^еп Ваате, 
уег^ИсЬеп пи! с1ег 2аЫ ёег Ма88еп1е11сЬеп, угекЬе 81сЬ 1п ешет Ге81|^е- 
веШеп Кашле га Гев^^евеШег 2е11 6пс1еп, Ье1881 ё1е ш с1ет ег8(егеп Ваате 
еп1Ьаиепе Мавве. 

Ре&п11;10п8. Еше епс1ИсЬе о<1ег апепШкЬ к1еше Мааве, У0г§^е81еШ ш 
ешет ипепдИсЬ к1ешеп Ваате, Ье18а1; еш та1епе11егРапк1. 
1>еПп1110п4. Е1пе АпгаЫ ^ЫсЬге!!]^ Ъе1гасЬ(е1ег та1епе11ег Рапс1е 
Ье1881 еш 8у81ет та1епе11ег Рапс(е, о<1ег кагг еш 8у81ет. В1е Ботте 
с1ег Ма8веп дег е1пге1пеп Рапк1е 181; пасЪ 2 Ше Мавве йев 8у81ет8». 



Изъ вышеуказанныхъ сочинен1Й можно, между прочимъ, видеть, что, 
какъ бы авторъ ни опред^^ялъ массу, это опред-Ьлете не кипеть вл1ян1Я на 
дальнейшее изложете. 

При всЬхъ опред^лешяхъ массы, масса г1^а равна сумм^^ массъ вс^хъ 
частей его, и, сл^овательно, ивмлпяемост* массы т^^л не противор^^читъ 
опред'1^ен1яиъ массы. 



